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Statik Kapitel A

LP A1 I detta exempel dr geometrin sa enkel att
de sokta vinklarna med lite eftertanke
A, kan bestimmas nastan direkt. Vi f6ljer
dnda en metod som alltid fungerar.
5a Vektorerna kan skrivas i komponent-
3a form:
A B A=(3,0,4)a
B=(3,5,4)a
Vinkeln 6 mellan tva vektorer ges av
4a . definitionen pa skaldrprodukt:
© y
A-B=ABcosf6 =
*x
cosf = AB
AB
_ (3,0,4)a-(3,5,4)a
Insattning ger cosf =
\/(32 +0° +47)a* \/(32 +5° +47)a’
. COS‘9_(3-3+0-5+4-4)az
av/25 - a/50
= cos6 = N = cosf = €
25+2+/25 2
b) Vinkeln fas direkt ur figuren: tanf3 = %
c) Avstandet mellan spetsen pa vektorn B och z-axeln dr med hjélp
av Pythagoras sats +/34a. Vinkeln fas direkt ur figuren: tano = @
d) En normalvektor till planet dr
e, e, e
n=AxB = n={3 0 4[a’=(-20,0,15)a’
3 5 4

Antag att den sokta vinkeln dr ¢. Vinkeln mellan denna normalvektor och z-
axeln ges av skaldrproduktdefinitionen:

(7[ ) e, n (7[ ) (0,0,1)-5(—4, 0, 3)a* N
COS| —— = cos| — — =
2 ?)7 1N 2 )T 560494

1.
cos(z— )—3 = sin _E
2 ?)75 =3
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Statik Problemsamling 1

LP 1.1

a)

b)

<)

d)

Acceleration &r hastighetsdndring per tid:

hastighet LT

dim g = dim —— = =LT>
tid T

dimR=L

dim7t=T

dim27./gR = dim 27 -dim/gR =1-(dim gR)’

= (dimg- dim R)% =(LT*- L)% = (LZT’z)% =LT"

D=

dim27R /g = dim27 - dim R - dim(,/g)=1-L-(dim g)

=L-(LT? ); =T )% LT

d1m27r\ﬁ dim27x- dlm( (dlm )

(dlmg) LT _ (T-2)§ =T
dimR L

dimZn\/g = dim27z:-dim\/§ = 1-(dimBJ

1 1
; 2 2 1
e
dimg LT

«

Uttrycket i d) har alltsa dimensionen tid och kan vara rétt uttryck for satellitens

omloppstid.

En helt annan kontroll géller storleksordningen:

Om jordens omkrets dr ungefar 4000 mil och tyngdaccelerationen sitts till
10 m/s* s& fas

21 \/% = \/ (2my Qmmkuets \/ 2740000000 ' /54000000 s = 5000 s ~ 1.4 h

g-2m 10

Det 4r ett rimligt védrde for en satellit vars hastighet dr av storleksordningen

10 km/s.
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LP 1.2

LP 1.3

a)

b)

)

d)

Termerna i en ekvation maste ha samma dimension. Vi kontrollerar
déarfor varje term:

dim%mvz = dimm-(dimv)’ =M (LT™)" = ML*T"
dimmgx = dimm-dimg-dimx=M LT? -L=ML*T?

kraft .
-dim(langd
Iéngd) ! (a J )

dim%kx =dimk-dimx = dim(
= dim(kraft) = dim(massa - acceleration) = MLT
De tva forsta termerna har samma dimension. De motsvarar egent-

ligen Kinetisk energi respektive potentiell energi. Den tredje termen
har en annan dimension och kan ej adderas till de andra.

Vi bestammer dimensionen for de storheter som ingar i formlerna
och sedan undersoker vi varje given formels dimension.

dimP = dim(effekt) = dim(kraft)- dim(hastighet)
= dim(massa- acceleration)- dim(hastighet)
=MLT? LT ' =ML"T?

dim p = dim(densitet) = dim(massa per volym) = ML

dimC(pPA)* =1-(ML? - ML2T® - 12)" = M*L?T®
dimC(pPA)=1-ML*-ML*T? . L* = ML'T"?
: ML ML°T? i 2
dimC(pPA™)? = 1(—2) =M3L'T?
L
ML?®-L?

1
B 273 )3
dimC(p'PA™): = 1(M) =LT?

Endast uttrycket d) har samma dimension som hastighet.
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LP 1.4

a)

b)

<)

LP 1.5

Dimensionen for (tyngd-)acceleration ar

dim g = dim(hastighetsandring per tid) = LT™

dim(gd)’ = (LT? L) = L*T*
1 3
dim(gd)=LT?-L? = L°T?

dim(y/gd) = (LT L)% = (LZT'Z)% =T

Endast uttrycket c) har ssamma dimension som hastighet.

Vi gor en
Ansats: v=c-m*-g’-h* 1)
Dimensionsekvationen blir

dimv =1-dim(massa)* - dim(acceleration)’ - dim(langd)*
eller LT =M (LT?)'L? )
= LT = ML+ T

Nu maste dimensionen vara lika pa bada sidor. Exponenterna for
M, L och T maste vara lika. Villkoret for ratt dimension ar

M: 0=x
L: l1=y+z (3)
T -1=-2y
. 1 1
Losningen ar x=0, ==, Z==
g y 5 5
Insattning i ansatsen ger da
1 1
Vzc.mo.gi.hi (4)

eller v=c,/gh

Den dimensionslésa konstanten ¢ kan vi inte bestimma med
denna metod.

Kommentar: Det ratta uttrycket for sluthastigheten ar v =_./2gh
och kan bestammas med en energibetraktelse.
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LP 1.6

Vi goren
Ansats: f=c-I"-p’-S* 1)
dar f ar strangens frekvens och ¢ en dimensionslos konstant.

Motsvarande dimensionsekvationen blir

dim(antal per tid) = 1-dim(lingd)* - dim(massa per lingd)” - dim(kraft)*

(2)

Antal har dimensionen 1.

dim(tid™) = [dim(léingd)]x -[dim(massa per Iéingd)]y [dim(massa- acceleration)]’

®3)

T =ML [MLT?] (4)
T—l — My+zLx—y+z-|--22 (5)
Nu maste dimensionen vara lika pa bada sidor. Exponenterna for
M, L och T maste vara lika. Villkoret for ratt dimension ar

M: O=y+z

L 0=x-y+z (6)

T -1=-2z
Losningen ar z=12, y=-1/2, x=-1

Insattning i ansatsen ger da

11

f:C.|—1.pz.Sz
eller f:E E
IV p

Den dimensionslésa konstanten ¢ kan vi inte bestimma med
denna metod.

Kommentar: Resultatet visar att om strangens langd halveras for
dubblas frekvensen. Frekvensen 6kar med spannkraften och minskar
med langddensiteten.
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LP 1.7

Vi goren
Ansats: Vo = C- K- X7 (1)

dar V,,, dr den potentiella energin i fjadern och ¢ en dimensions-
16s konstant. Dimensionsekvationen blir

kraft
langd

dim(energi): 1-dim( ) -dim(langd)’ 2

Dimensionen for energi kan bestimmas om man kan en formel for
ett annat energiuttryck, t ex kinetisk energi

dim(%mvz):[dim(massa-acceleration)] -[dim(léingd)]y (3)

langd
2 \X
dimm-(dimv)® :(%] L (4)
M(LT?) = (MT2)" LY 5)
= ML*T? = M"Y T™> (6)

Nu maste dimensionen vara lika pa bada sidor. Exponenterna for
M, L och T maste vara lika. Villkoret for ratt dimension ar

M: =X
L: 2=y @)
T. —-2=-2X

Losningen ar x=1 y=2

Insattning i ansatsen ger da

Voo = C-kx? (8)

Den dimensionslosa konstanten ¢ kan vi inte bestaimma med
denna metod.

. 1
Kommentar: Det ritta uttrycket for energin ar V,, = Ekx2 och

kommer att harledas senare.
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LP 1.8

Vi goren
Ansats: n=c-E*-u-q*-g" 1)

dar n ar den inre verkningsgraden och ¢ en dimensionslos konstant.
Verkningsgrad ar ett forhallande mellan nyttig effekt och tillford
effekt. Verkningsgrad har darfor dimensionen 1.
Dimensionsekvationen blir

SNETIlyc. dim(fart)” - dim( a2

1=1-dim( .
massa tid

)? - dim(acceleration)”

(2)

Dimensionen for energi kan bestimmas om man kan en formel for

. N . 1
ett annat energiuttryck, t ex kinetisk energi T = Emvz.

1= [dim(%vz)] [dimv]’ - l:dim( m;zsa)] [dim(acceleration)]"
©)
1=[LT2] LT T [T (4)
1 — MZL2x+y+wT—2x—y—z—2w (5)
Nu maste dimensionen vara lika pa bada sidor. Exponenterna for
M, L och T maste vara lika. Villkoret for ratt dimension ar
M: 0=z
L: 0=2x+y+w (6)
T: 0=-2x-y—-z-2w
Losningen ar z=0, w=0, y=-2x
Insattning i ansatsen ger da
n=c-E*-u® (7)

Det gar inte att bestamma x. Det betyder att alla funktioner av for
E .

héllandet — &r tillatna. Resultatet ar alltsa att uttrycket for verk-
u

ningsgraden, bestamt med dimensionsanalys) kan skrivas

E
—fl =
1 (uz)
Den dimensionslésa konstanten ¢ kan inte bestammas med den har
metoden.
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Statik Problemsamling 2

LP 2.1 Kraften har storleken P. Dess riktning
relativt koordinataxlarna ar ocksa kand
och given av vinkeln f. Kraftens x-
komponent dr dd Psin 3, medan y-
komponenten dr —Pcos 8. Vi kan skriva
kraften pa vektorform:

P=Pe +DPe, =Psinfe, —Pcosfe,

eller komponentform

P=(P, P, 0)=(Psinf, — Pcosp, 0)

xr tyrs

Men B ar given: tanﬂz% =
sinﬁ:é och cos _3
5 5
= P:P-Eex—Pée
5 57

Storleken P =800 N é&r ocksa given:

F :Psinﬁ=800%N=480N

F, =—Pcosﬁ:—800-é N=-640 N
5

LP 22 Kraften har storleken P. Dess riktning
T e ar ocksa kand och given av vinkeln .
I Kraftens x-komponent ar da Pcosp,
O fx X medan y-komponenten ar —Psin 3. Vi
kan skriva:
P=Pe +Pe, =Pcosfe, —Psinfe,
eller
P=(P,,P,,0)=(Pcosp, - PsinpB, 0)
I 4 3
Men B ar given = P:P-gex—P-gey

X

Storleken P =10 kN &r ocksa given = P= (4—;e - 3—50ey) kN

=  P=(8e,-6e,) kN
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LP 2.3

Vi vet att y-komponenten av kraften F
ar P, alltsa

P
sin60°

P=Fsin60° = F=

x-komponenten av kraften F blir

F =Fcos60° = FX:F-%
P
= F=—/
X \/§

LP 24 Vektorn mellan A och B &r
B Tap =T =14
(1,2,0)m
A, =(1,2,0)m-(-3,-1,0)m=(4,3,0) m
A
SA y ex X
A eA/ > o Kraftens riktning ges av enhetsvektorn
&
310 ew="=—1 (4 30=1(2.30
(3,-1,0)m Bl Ne+9 T T
Kraften S i linan har storleken 50 N.
Kraften pa respektive 6gla ar
50
sA=5eAB=?(4,3,o) N=10(4,3,0)N
S;=-5e,; =-10(4,3,0)N
..'- leer MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras



LP 25 Krafterna har samma angreppspunkt O.
De kan skrivas pa vektorform

y F, = Pcos45°%, — Psin45%,
F, =3Pcos30°%, +3Psin30°%,
F, =-2Psin30%, +2Pcos30°%,

Detta kan ocksa skrivas

FlzPQeX—PQe
2 2 7
F2:3P-£ex+3P-1e
2 27
F3:—2P'1ex+2P-£e
2 2 7
eller F = @(ex —ey)

2
F,= %(«@ex +e,)

Fy=P(-e, ++/3¢,)

Kraftsumman ar
F=XYF =F+F +F

=(@+3\F$—P)ex+(—@+%+@ﬂey

eller Fz%(«@+3«@—2)ex+(—ﬁ+3+2ﬁ)ey

Kraftresultanten ar denna kraftsumma med angreppspunkt i origo. Den kan ersétta
det givna kraftsystemet. Kraftsumman har ingen angreppspunkt!
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Tradens langd ar enligt Pythagoras sats

224+3°m=+13m

Vinkeln B &ar bestamd:

cos,B:i och sinf=

2
V13 V13

Kraftens komponenter blir da

3
F =F-e_.=-Pcosff=-130-—N
x X ﬂ \/E
. 2
F =F.e =Psinf=130-—N
Y Y ﬂ /13
F. =-30V13 N
Fy =20+13 N
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LP 2.7

=

sin(45°—-0) =

sin75°

v5—4c0s75°

Kalla kraftresultantens storlek F. Vinkeln
0 soks. Eftersom o + 8 =105° kan vinkeln
75°=180°—105° i figuren identifieras.

Betrakta den gramarkerade krafttriangeln!
Kraftresultantens storlek fas med cosinus-
satsen:

F=./P?+(2P)* - 2P-(2P)cos75°

= F =P~5—-4cos75°

Vinkeln 8 kan bestammas med sinus-
satsen:

sin75° _ sin(45°-0)
F P

_ Psin75°

sin(45°-0) F

sin75°

A5 —-4cos75°

sin75°

A5—-4cos75°

= 45° — @ = arcsin

= 0 = 45° —arcsin

Alternativt kan vinkeln 6 kan bestammas
genom att bestimma langden av sidorna
ED och OE i figuren.

2P
AB har langden ——
9N R

CD har langden @

BC har langden g

2P 43P
_A2 2
oo e
V2 2
=
tané@ = M
242 +1
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LP 2.8
Projicera normalkraften N pa linjen OB.
| Komponenten ar N cosé.

Vinkeln CAB ér %—ﬁ.

Vinkeln OAB ar n—(%—ﬂ).

Vinkeln 6 kan bestammas med
sinussatsen. Man kan ocksé direkt fa
cosinus for vinkeln med hjélp av den
undre figuren

056 = 2a+asin
\/(2a+ asinﬁ')2 +(acos[)’)2
; =
|
| s H
1 cos6 = : 2+SIrT'B
B \/4+5|n2,B+4S|n[)’+COSZ,B
Egsinﬁf‘\://ﬁ 20 b
//I \ e \ ””” i
| T Qf"/’ = 0089=ﬂ
A J5+asing
I s - -7
~>7 -7
6/ : - : : ) ' Kraftkomponenten blir alltsa
N cosO 2+sinf

—— N
\J5+4sinp

Observera att har ar N den givna kraften. Det ar alltsa inte enheten newton
som avses.

|_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras
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LP 2.9
a4
1 /l 4P
y !
2P J
,,,,, RS 4
B,'/ 3P
/ 1
O |/ X

Kraftresultantens storlek ar

Krafterna kan forskjutas langs sina verk-
ningslinjer sa att bada angriper i samma
punkt O, som ar 6glans centrum.
Krafter som har samma angreppspunkt
far vektoradderas till en kraftresultant.

Infor ett koordinatsystem Oxyz enligt

figuren!

Kraftresultanten angriper i O och ar

F=%F =(0,2P,0)+(3Psinf, 3Pcosp, 0)
=(3Psin B, 2P +3Pcos f3, 0)

IF|= F=/(3Psin B)’ + (2P + 3Pcos )’

Denna storlek skall enligt text vara 4P

vilket ger ekvationen \/(SPsin B)* +(2P +3Pcos )’ = 4P
kvadrera! = (3Psin B)* + (2P + 3Pcos B)° = 16 P?
divideramed P ! = 9sin®B+4+9cos’ B+12cos B =16

= 9(sin* B+ cos’ B)+12cos f =12

trigonometriska ettan = 9+12cosf=12 = 12cosf=3

= cosf = % = B= arccos%

Alternativ losning:

Vi kanner tre sidor i en kraft-triangel.
Vinkeln B kan da bestammas med
cosinus-satsen:

(4P)* =(3P)* +(2P)* —2-3P-2Pcos(x - 8)

= 16 =9+4—12cos(m - f3)

= 3=12cosp
1
= cosff=—
4
(@)
|_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 14



LP 2.10 Vektorn mellan B och A ar
rps =(4,-3,-5)m

Den kan enklast i figuren ses som
summan

Fgc +Tep T 1pa =Ty

Kraftens riktning ges av enhetsvektorn

_ T _ 1
o |rBA| \/42 + (—3)2 + (—5)
1

=755 (439)

e

_(4,-3,-5)

Kraften ar alltsa F,=Fe;, = %( 4,-3,-5)N= %( 4,-3,-5) N

LP 211 Skalarprodukten ger vinkeln mellan tva
z kanda vektorer. For enhetsvektorerna
e,z och e, fas namligen

Am 5Sm €, €, =11-cosp

|
I
C E Vi bestammer forst enhetsvektorerna.
| For att se komponenterna av vektorn r
e . 1B kanmanifiguren se hur langt man be-
= o \< " hover ga langs de olika koordinataxlarna
rc EFpdom for att komma fran A till B. (Alternativt
B | berdknas r,, =r, —r,,dvsdrag A:s
3m vy koordinater fran B:s.

ry=(-3,1,2)m =

X (" 1
e, =4 =——(-3,1,2
= M( )

r 1
r..=(1,-4,5m = e, =42 =_"—_(1,-4,5
AC ( ) AC |rAC| 42( )

1 1
eAB'eAC=ﬁ('3,1,2)'ﬁ(1,-4,5) =
1

Ban Cac = 1442

Skalarprodukten blir

(-3-1+1.(-4)+2-5):ﬁ

3 V3
= COSp =—+ = = alCCOS——
h 14+/3 b 14

..'- |_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras
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y Kraftens riktning sammanfaller med vektorn
T X (14,0,0) m

leg =T —I¢

=(14,0,0) m-(8,-6,0) m

=(6,6,0) m

(8,-6,00m .
Kraftens riktning ges da av enhetsvektorn

1
€ = < :_2(11110)

el

-

Linan AB har en riktning som ges av
Fg=r—r,
=(14,0,0) m-(0,-5,0) m
=(14,5,0) m
Linans riktning ges da av enhetsvektorn

Il 1
e,,=—22%=—-(14,5,0
o = 1= Tz (14:5.0)

Kraften &r P=Pe, = %(1 1,0)N

Kraftens komponent med avseende pa linan AB &r

P,

komp — P-e,= Peczz €45

= 2100— (144 5+ 0)N = =2 2100 N = 1900 N

442 V442

Svaret ar

i2100 N

P =
komp @
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LP 2.13

z Storleken pa varje kraft ar kand. For att kunna
skriva krafterna som vektorer bérjar vi med
att bestaimma enhetsvektorerna i krafternas
riktningar:

rs=(9,-8-12)m

1

eAB:E(Q,-S,-12)

re=(4,6,-12)m

1
eAC=7( 2, 3,-6)

ro=(-5 0,-12)m

1
€ :E( -5, 0,-12)

Krafterna kan nu skrivas som vektorer:

F1=FleAB=%( 9,-8,-12)N=20(9,-8,-12) N

FZ:FZeAC:@( 2, 3,-6)N=60(2, 3,-6)N

FS:PseAD:?’l—?(-a 0,-12) N=30( -5, 0,-12) N

Kraftresultanten med sjalvklar angreppspunkt A ar da

F=F+F +F :(180+120-150 , —160+180 ,—240—360—360) N

=(150, 20 ,-960) N

Svar: Kraftresultanten har angreppspunkt A och ar

F=(150, 20,-960) N
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LP 2.14 Kraftens riktning sammanfaller med

z staget:
2m
S 4
\f\\\c rp=(4,4,-7)m
eABJ h
Enhetsvektorn i denna riktning ar
Sy r 1
€, =2 = 4,4,-7
H rm el NTFSTIYTL )
1
ol @ =5(4.4.-7)
f/ D
T 6m s = Y Kraften kan d& skrivas
~— 4m
B 900

S=Sey="g-(44-7)N
=100( 4, 4,-7) N

$=100( 4, 4,-7) N

LP 2.15 Om tva krafter, som verkar pa en stel
kropp, har verkningslinjer som skar
varandra i en skarningspunkt, kan de
erséittas av kraftresultanten, som ar
kraftsumman med angreppspunkt i
skarningspunkten. Kraftsumman ar

S S «@se S

F=—e +—=e +—€, ——¢
N2t N2 2 2

y

- g(ﬁ +«@)ex +g(«/§ - 1)e

eller

F= 100[(ﬁ+«@)ex +(2- 1)ey] N

Angreppspunkten pa den linje som gar genom skarningspunkten P och har
samma riktning som kraftsumman F.
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LP 2.16 Antag att tradkraftens storlek ar S. Den
totala kraften i punkten A maste vara
noll.

5 Vi far da for x- och y- komponenten:
p —: —P+25sinf3=0
P
-
A T : ScosB—-Scosf=0
P
= S=
S 2sinf

Hela systemet pilbage+pil paverkas av
den yttre kraften P bakat i punkten A.
B Vansterhanden maste da ge en kraft P
A B framat i punkten B.
—

LP 2.17 Antag att krafterna i repen ar S., och
Scp - Kraftsumman pa ringen C &r noll.
Vi skriver kraftsummans horisontella
och vertikala komponent:

—: S;pcosf—-S.,=0
T: S,sinB-mg=0
Den andra ekvationen ger

_ Mg
¢ sinp

Den forsta ekvationen ger da

\ mg mg
S., =—2-C0s
“ sinp p
) . .. mg mg
Svar: Tradkrafternaar S..=—=- och S., =
? T2 T ing “ tanp

..'- |_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras

19



Krafterna, som har angreppspunkt i ring-
en B, kan adderas till en kraftresultant,

2] som maste vara noll. | komponentform
c g fas
—: 5;.co8B—-S;,cosco =0 (1)
T: SyesinB+S,,sina-mg=0 (2)
Ekv (1) ger
I
Vll
s oS
mg :' Spa = COSgSBC 3)
e . cosfBsina
Inséttning i ekv (2) ger sinB+——— |5, = 4
sttning i kv (2) (sinp+ 2B )5, — g @
sin Bcosa +cos Bsina
= d Pncs, = mg ©
cosa
= sin(f + a)Sy. = mgcoso (6)
Coso
=—— 7
- pe sin(ﬂ+a)m 0
Men fjaderkraften ar enligt Hookes lag
Spe = kAl (8)
Fjaderns aktuella langd |ch| bestams med sinussatsen:
Fac| 21 2lsino
sina sin[z— (o + B)] Fic sin(a + B) ®)
Forlangningen ar da ﬂ -1/ (10)
sin(o + )
Utnyttja nu ekv (8), (10) och (7)
[ 2sina coso
k|l —————-1l=————— 11
| sin(o + B) } sin(f+a) "8 D
' 23|n0-c—sm(oc+ﬁ) | __cosa (12)
sin(a + B) sin(B+a)

mg

_ 2sino—sin(o + B) .

Coso

Liber
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LP 2.19

Kraften kan da skrivas

eller

Kraftens riktning sammanfaller med
rymddiagonalen AB som kan skrivas
som en vektor genom att ga omvagen

A—-C—->0O—-B:

Fap = Vac T Tco +Top

Mg :(4ey -3e, +2e, )m
eller

rs=(24-3)m
Enhetsvektorn i denna riktning ar

(S 1

= = 2 4 -
©an [y «/4+16+9( 40-3)
1
=—=(2,4,-3
729 )
P=Pe, = (2 49N
200

P= (2ex+ 4ey-3eZ)N

V29

m. Liber
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LP 2.20 Den totala kraften pa A orsakad av
tradkrafterna ar

S=S,,+S,.=Pe,, +V2Pe,.

Vi bestaimmer enhetsvektorerna:

Mg =TT, =( 4, 0,0 )a—( 0, 0,3 )11
=(4,0,-3 )

Enhetsvektorn i denna riktning ar

_ s 1

= 4B = 4,0,-3
€5 [ «/16+0+9( )
1
_5(4,0,-3)

Fye=rtc—r,=(450)a—(0,03)a

=(4,5-3)a
Enhetsvektorn i denna riktning ar
r 1 1
e, = 2= 4,5,-3)=——(4,5,-3
| «/16+25+9( ) Sﬁ( )
Kraften kan da skrivas
S=sAB+sAC=§(4, o,-3)+§(4, 5,-3)
P
S=—(8,5,-6
=(8,5.-6)
Storleken av denna kraft ar S=§«/64+25+36 =+/5P

En enkel alternativ I6sning utnyttjar
figuren har till vanster. Eftersom
traden AB har samma langd 52 som
kanten BC och r,, L r,. maste vinkeln
mellan tradarna vara 45°. Da fas en
enkel geometri for krafttriangeln.
Kraftens storlek bestams med

Pythagoras sats: S =/ P? +(2P)’ =+/5P
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LP 2.21 Kraften har samma riktning som kedjan
S=Pe,
Vi bestammer forst enhetsvektorn:

Mg =Tp =Ty
=(0, h, 0)—(acosp, asinB,b )
=(—acosB, h—asinf, —b)

Men h=a och 8=230° =

rAB:(—ga, %a, —b]

Enhetsvektorn i denna riktning ar

r‘AB
€, p =+
AB |rAB|
1
€, = N3a,a,-2b =
- \/3a2+a2+4b2( )
€. :;(-x/ga, a, —Zb)
2V a® +b?
Kraften kan da skrivas
p
S=Pe,,=——(-\/3a,a,-2b
A 2Na? +b? ( )
|_| bel’ MEKANIK Statik Lésningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 23



LP 2.22 Kraften kan skrivas
S=5e,
Vi bestammer forst vektorn r,, antingen

genom attgavagen A-Q—>0O—B
eller

Fag =Tg— 1y
=(0,32,0)-(-a,0,8a)
:(a, 3a,—8a)

Enhetsvektorn i denna riktning ar

— Map
eAB |rAB|
1

€,,= a,3a,—8a
P Ja? +94% + 6402 ( )

1

= €ap = /_74(1'3'_8)
Kraften kan da skrivas
S
steAB :ﬁ(l’ 3 ,—8)

Vi bestammer sedan vektorn r., antingen genom att ga vagen C - P — D
eller

fep=Fp—Tc=(2a,—a,0)-(0,-a,6a)=(2a,0-6a)

Enhetsvektorn i denna riktning ar

r'ep 1
e., =2 = € = 2a,0,—6a
L gl P Jaa® +0+ 364 ( )
1
= e..=——(1,0,-3
cp m( )
Kraftens komponent med avseende pa staget CD blir
Ser =Sy = S€s € =S—(1,3,-8)-—(1,0,-3)
\NT74 10
1 25
Sep =S—(1-1,3-0,-8:(-3))=———=S
- W( (3) 740
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Frilagg hylsan C! Frilaggningsfiguren
visar tradkraften, normalkraften N och
tyngdkraften mg som verkar pa ringen.
Vektorsumman av alla dessa krafter ska
vara noll. Normalkraften behover inte
bestammas. Vi viljer da att projicera
krafterna pa stangens riktning. Detta gor
att normalkraften aldrig kommer med i
Ta ekvationerna. Eftersom tradkraftens
riktning ar kdand ur geometrin ar det bara
beloppet som ska bestammas. Tradkraften
genom C och D skrivs som en vektor
Scp =Scp€cp, dar S, dr beloppet av S,.
y Bestam forst enhetsvektorerna e, och e ;.

fep =Ty —Tc=(4,0,7)a-(2,2,7/2)a=(2,-2, 7/2)a

0
_(4-4-T)a _ (4-4-7) 1
4,-7)

(
= = ==(4,-4,7
€cp reo|  |(4.- a 16+16+49 9(’ )

C _ (-4,-4,7)a _1
rul [V16+16+494 9

rs=(-4,-4,7)a = e,;= (-4,-4,7)

Summan av krafternas komponenter med avseende pa riktningen e, skall
vara noll:

Scp€cp "€ —MgE, "€, =0
| komponentform:

sCDé(4,— 4, 7)%(—4,— 4,7)-mg(0,0, 1)%(—4,— 4,7)=0

SCDé(—16+l6+49))—mgé(0+0+7)=0

@S =m ! =
81 CD gg

Scp= =

cD 7mg
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LP 2.24

7 Frilagg ringen D! Frilaggningsfiguren
visar tradkrafterna som verkar pa ringen.
Vektorsumman av alla dessa krafter ska

B vara noll. Detta betyder tre ekvationer, en

for varje komponent, och da kan de tre

C‘) % obekanta krafternas storlekar bestaimmas.
A S A Soe A C Eftersom krafternas riktningar ar kianda ur
Cme o XGDB - geometrin ar det bara beloppen som ska
/FD‘A‘Q €, Soc bestammas. Tradkraften genom t ex D och
D*f B skrivs som vektor S, =S, .e,,, ddr S,
x I ar beloppetav S, .
l Bestam forst enhetsvektorerna i krafternas
mg riktningar!

Moy =1, —p =(3,-3,0)a-(0,0,—-4)a=(3,-3,4)a
o = Toa _ (3.-34)a _(3-34) 1
"l [3-3,4)d V9+9+16 V34
Pa samma satt fas

(3,-3,4)

1,-1,2)a 1

=(-2,-2,4 "os —( -1,-1,2

on =1 o= o= " Nietrad vel Y
(2,4,4)a 1

r
=(2,4,4 =_DC — ==
ote ( )‘1 = €pc |rDC| ‘ 2116116 a‘ 3

(1,2,2)

Summan av tradkrafterna S, =S,,€p,4, Sp = Spg€ps 0Ch S =Sy SaMt
tyngdkraften —mge, skall bli noll:

Spa€pa *+ Sps€pp + Spcpc —mge, =0

| komponentform:
[ 3 1 1
ESDA_%SDB—FESDC =0 @
3 1 2
<_ﬁSDA_%SDB+§SDC:0 (2)
4 2 2
ﬁSDA-'_%SDB-FgSDC_mg:O (3)
2
Addera (1) och (2): %SDB =5,c
Insdttning i (1) ger S, = %Sm

Insattning i (3) ger resultatet

SDA - j/né SDB = Q%mg' SDC 9mg
34’ 34 17
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LP 2.26 Kraften P fran handen pa skiftnyckeln
ar ju isig en kraftresultant till alla de
krafter som verkar pa varje liten del av
kontaktytan mellan hand och nyckel.
Kraftmomentet med avseende pa
punkten O beraknas enligt

X M, =rxF

Har &r r=(d, 0, 0) och F:(%,—,O

Insattning ger

e, e, ezp b
Mo=|d 0 0|==(0,0,dV3)7
1 43 0
= M()=\@2PdeZ

b) Kraftmomentet med avseende pa z-axeln ar

M, =M, -e,

Insattning ger
_ «@Pde o - 3Pd

M =M, -e
(@] z 2 z z 2

z

Detta ar komponenten. Det gar lika bra att svara med vektorn:

Mz = @ez

Kommentar: Har utnyttjar vi de nya definitionerna mest for att trana pa dem i
ett mycket enkelt fall. Problemet ar ju sa enkelt att man lika garna raknar med
havarm ganger kraft och sedan anger riktningen moturs genom att satta ut
enhetsvektorn e,.
3,
2

Hivarmen till kraften P ar

Hiwvarmen till y-komposanten av kraften P ar d.

Momentarmen till kraften P ar vektorn r.

..'- |_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras
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LP 2.27 Kraften P har med avseende pa en axel
genom P en havarm d sa att kraftmo-
\ mentet blir

Sy M, =-d-P (1)

) v - Detta moment skall betraktas som en

. /(6\ komponent av en vektor sa att
\A B
X
- M, (2)

P Vi véljer moturs som den positiva
riktningen sa att den 6verensstammer
med z-axelns riktning. Minustecknet
a talar dd om att momentet ar medurs.

Motsvarande kraftmoment med
avseende pa en axel genom O blir

M, =—(d—acosp)-P (3)
Har valde vi att bestimma havarmen till hela kraften. Alternativt kan man dela

upp kraften i en vertikal och en horisontell komponent och addera de
kraftmoment som de komponenterna ger.

Vi kollar slutligen att sambandsformeln M, =M, +r,, XxF gdller. Hogerledet av
sambandsformeln blir

(My +T1oa XF), =—dP +[—an X (Psin Be, - Pcos[iey)]Z = (4)

=—dP +aPcos 8 = —(d —acos 8)P (5)

vilket enligt ovan éverensstimmer med vansterledet M, enl (3).
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LP 2.28

Vi delar forst upp kraften i komposanter,
vars havarmar ar lattare att hitta an
havarmen till hela kraften

(MA)Z = (r X F)z

=—(h+bsinB)Psina —(bcos B —a)Pcoso

| = Detta kan ocksa skrivas:

(M), =[acosa —hsina —b(cos Scos e +bsin Bsina)|P

=—[bcos(B - &) - acosa + hsina|P

Innanfor klammern star alltsa hav-
armen till P, dvs avstandet mellan A
och kraftens verkningslinje. Kan du ur
geometrin se att havarmen ar den
ratta? De tre strackorna i klammern &r
markerade i figuren.

m. Liber
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LP 2.29 Kraften delas upp i komposanter.
Kraftmomentet med avseende pa
punkten A &r

y M,=rxF
b )
B - Kraftmomentet med avseende pa en axel
A <\\ é/;,/); ! i: ? a genom A vinkelrat mot nyckelns plan ar
Oy o ‘ !
X
~ ! M,) =(rxF
7 P | P; ( A)z ( X )z

=aPsin3—-bPcos

Vi kan daven bestimma kraftmomentet med en determinant:

e e e

X y z
M,=rzxF=| b a 0|=(-bPcosp+aPsinf)e,
—Psin —Pcosf O

Det gar ocksa att svara

Momentet &r (asin 8 —bcos )P moturs eftersom da riktningen ocksa framgar.
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LP 2.30 Den vridande formagan ar detsamma
som kraftmomentet. Den i figuren hori-
sontella komponenten av kraften P har
en verkningslinje som gar genom punkt-
en O. Den delen av kraften bidrar alltsa
darfor inte till momentet.

Den vertikala kraftkomponenten ar
Pcosf och har havarmen r med
avseende pa kugghjulets axel. Den ger
ett kraftmoment rPcos 8 medurs med
avseende pa axeln.

Det fragas efter kraftmomentet med
avseende pa punkten O. | detta fall &r
det detsamma som momentet med
avseende pa axeln, alltsa

M, =-rPcos fle,

Insattning av givna varden ger

M, = —o.oso-eo-gez Nm

= M, =—4.16e, Nm

Kommentar: Nar ar kraftmomentet med avseende pa en axel detsamma som
kraftmomentet med avseende pa en punkt pa axeln?

Kraftmomentet med avseende pa punkten O berdknas enligt My =rxF.Om
hela denna vektor ligger langs axeln sa ar kraftmomentet med avseende pa
axeln detsamma som kraftmomentet med avseende pa punkten pa axeln.

Om i detta problem kraften hade haft en komposant i z-axelns riktning sa hade
kraftmomentet med avseende pa punkten O fatt en komposant i den negativa
y-riktningen. Kraftmomentet med avseende pa axeln hade daremot inte for-
andrats.
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LP 2.31 Avstandet OA ar r. Kraften S har alltsa
en havarm r med avseende pa en axel
genom O. Enligt definitionen

My =rxF
fas

M, =-ISe,
Numeriskt varde:

M, =-0.12-120e, Nm = —14.4e, Nm

Havarmen med avseende pa en axel
genom C kan bestammas ur figurens
geometri. Avstandet BC &r detsamma
som avstdndet OD minus avstandet OA,
dvs havarmen ar

RcosfB—r
och momentet blir

M. =(Rcos—r)Se,

Numeriskt varde: M, = (0.200 : g — 0.120)-120eZ Nm =6.38e, Nm
Kraftmomentet M. blir noll for

Rcosf-r=0 = Rcosf-r=0 = cosﬁzé

Detta motsvaras av att kraftens verkningslinje gar genom kontaktpunkten C.

Kommentar:
Enligt sambandsformeln skall gélla: M. =My + 15 XS

Kontrollera garna att den stammer med de bestamda uttrycken pa M. och M,!
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LP 2.32 Den vridande formagan eller kraft-
momentet med avseende pa punkten O
beraknas enligt

My =rxF

Infor ett koordinatsystem enligt figuren!

Har ar
r=(dcose, dsine, 0)

-9 och
/ F=(-PsinfB,—Pcosp,0)

Insattning ger

e

e e

X y z
M, =|dcosa  dsina  0|=(0, 0, Pd(-cosccos S +sinasin 8))
—Psin —Pcosf 0

= M, = Pd(—cosccos § +sinasin f)e,
eller med ett kant trigonometriskt samband

M, =—Pdcos(cx + B)e,

| figuren kan man se och identifiera havarmen d cos(a + B) till hela kraften.

Numeriskt varde: M, =-2-0.025c0s60°e, Nm =-0.025e, Nm

Kommentar:

Aven i detta fall kan vi bestamma kraft-
momentet genom att séka upp antingen
havarmarna till den horisontella och
vertikala kraftkomposanten eller ocksa
havarmen r; till hela kraften.

Figuren visar hur man bestammer detta
avstand mellan O och B.

Den tvastrukna vinkeln ar %— B.

vilket betyder att havarmen ar
g = dcos(a + )
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LP 2.36 Tryckkraften x i stangen ar given.
Antingen bestimmer man havarmen till
hela denna kraft, dvs avstandet mellan
stang och punkten O, eller ocksa delar
man upp kraften i tva komposanter och
bestammer havarmarna till dessa.

Dela upp kraften i punkten B i tva kom-
posanter enligt figur. Den vertikala kom-
posanten bidrar gj till kraftmomentet,
eftersom verkningslinjen gar genom
punkten O. Da aterstar bara att
bestamma havarmen till den horisontella
komposanten som &r avstandet rg.
Denna fas med cosinussatsen

fog = /@ +b? —2abcos(6 - ¢)
My =I5 - Psing

Vinkeln ¢ bestams med sinussatsen:

5|2go:sm(7tt)—9) . sing = asLnG 1)

: a’sin’g 1 :
= CosSQ =/1-sin*p = |1- Z p b? —a’sin’0 (2)
Avstandet loc a6 Iy = acoso (3)
D4 ar Iz =bCcoSp —acoso 4)
Insdttning av (2) ger r,, =+b’ —a’*sin’6 —acos6 (5)

Kraftmomentets storlek ar da havarm ganger kraft, dvs

M, = (x/b2 —a’sin’ g - acose) asind,
b
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LP 2.39

Kraftens riktning sammanfaller med

z staget:
2m
\\rp‘\\\\c rAB:(4’4’-7)m
eABJ h
Enhetsvektorn i denna riktning ar
Sy r 1
€pp = 2= 4,4 ,-7
H rm | 16516549 )
1
=—(4,4,-7
ol 4 S(4.4,-7)
X D
r y o olpt
6m A8 /\ Kraften kan da skrivas
4m

S =Se,, :9%;0( 4,4,-7)N

=100( 4, 4,-7) N

Kraftmomentet med avseende pa origo O blir

Mg =1, xS  dér roa=(0,2,7)m

e e e
X y z
My, =10000 2 7|Nm=100(-42, 28, -8) Nm =200(-21, 14, - 4) Nm
4 4 -7

Kraftmomentet ar

M, =200(-21, 14, - 4) Nm

..'- |_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras

35



LP 2.40 Kraftmomentet med avseende pa
punkten O beriknas enligt

|M0:r><F | (1)
Har ar

r=ro, =(-a,0,8a) 2)
och
F=Se,; (3)

Vi maste alltsa forst bestamma
enhetsvektorn e,;.

Mg =Tg — T (4)

= re =(0,3a,0)—(-a,0,8a) (5

= re =(a 3a,—8a) (6)

Denna vektor kan ocksa bestimmas genom att i figuren ga fran A till B langs
koordinataxlarna.

N~ _ (a, 3a,—8a) .
Sae [ - Sa (a, 3a, - 8a) =
(1,3,-8) (1,3,-8) 1
e = -~ = = 1, 3, - 8 (8)
®13-8) Jir+3z(-8) 7 )
Kraften pa vektorform ar alltsa
S
F=SeL ‘ﬁ(l’ 3,-8) 9)
Insattning i (1) ger
e, € ¢ S S
a a
M, =rxF=[-1 —=(-24,0,-3)—
aS 3aS
M, =M, -e, =(-24,0, ‘3)ﬁ'(0’ 0,1)= ~Fa
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LP 244 Tva krafter med samma angreppspunkt
kan ersattas av kraftsumman i samma
punkt. Det ar da kraftresultanten man
bestamt, eftersom kraftmomentet med
avseende pa angreppspunkten inte

Kraftresultanten kan ocksa forskjutas
langs sin verkningslinje.

Kraftresultantens storlek fas med Pythagoras sats:

F=+L>+D?

Vinkeln med vertikalen ges av
D
tanf=—
P L

Med de givna numeriska vardena fas

F = v400% + 30> N = /160000 + 900 N = /160900 N

= F=401N

30

tanf=——
P 400

3
= tanp=—
& 40

= =429

fordandras. Det ar noll for bada systemen.
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LP 2.46

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Vilken ar verkan av kraften P (belastningen) i punkten A?
Ansatt i punkten A tva krafter P med motsatta riktningar. Se figur 1!
Identifiera kraftparet och ersatt det med ett kraftparsmoment M, enligt figur 2,
som visar belastningens verkan i punkten A.
Storleken av kraftparsmomentet ar

M, =Pd
Det maximalt tillatna vardet pd M, dr 3200 N.

Det ger den maximala belastningen

_ M, _3200NmM _ g5600 N
d 0.080m

Svar: Den maximala belastningen ar P =80 kN

Kommentar: Figur 3 vill visa att om man sagar av (frilagger) kroken vid A,
maste man ansatta ett kraftsystem enligt figuren for att den avsagade delen
fortfarande skall vara i jamvikt.
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LP 2.54 For att kunna bestamma kraftresultanten,
som vi vet existerar for ett
parallellkraftsystem, behoéver man veta
resultanten i nagon punkt t ex origo. For
det givna kraftsystemet ar kraftsumman

F=YF
=(12P-5P-7P-7P-7P —5P)e,
= —19Pe,
1)

Ingen av krafterna kan ge nagot kraftmo-
ment i z-riktningen. Bestam nu varje
krafts kraftmoment, forst med avseende
pa x-riktningen och sedan med
avseende pa y-riktningen. Alternativt
berdknas varje kraftmoment med en
determinant.

Kraftmomentet med avseende pa O

My =31, xF =(12P-a-7P-2a—-12P-3a)e, +(7P-b—12P-2b+12P-3b)e,
=—38Pae, +19Pbe, @

F och M, bildar tillsammans resultanteni O.

Ersatt nu det givna kraftsystemet med en kraftresultant. Denna kraftresultant ar
lika med kraftsumman F, som redan bestamts. Antag att dess angreppspunkt ar

r= (x, Y, z). Kraftresultanten ska vara ekvimoment med det givna systemet och

da maste den ge lika kraftmoment med avseende pa origo som det givna
kraftsystemet. Ekvationen blir

gF =Mo (3)

nya givna

e, e €
X Yy z = (-38Pa, 19Pb, 0) 4)
0 0 -19P

-y -19P = -38Pa b 5 bestimd (5
=bh; y=2a; stam
x-19P = 19Pb - e z obestamd - (3)
Kraftresultanten ar F=-19Pe,
med verkningslinjen Xx=Db; y=2a; zobestaimd
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LP 2.59 | problem dar resultanten i en punkt
eller kraftresultanten efterfragas maste
kraftsumman berdknas. Har ar alla tre

y krafterna i y-riktningen. Tva av krafter-
na bildar ett kraftpar.

\ .
3P Kraftsumman bestams enligt:
A
O Py ™ F=3F, =-3Pe, —Pe, +3Pe,
: - X
| M, = F=-Pe,
2a 3a | 2a | Kraftmomentet i origo O bestams enligt
Yap den allmanna formeln

Mg =2r xF +XC,

dar den sista termen star for kraftparsmomenten.
Pa grund av den enkla geometrin beraknas kryssprodukterna som havarm ganger
kraft. Riktningen ges av hogerregeln och vi far

a) M, =(-2a-3P-5a-P+7a-3P)e, — Mg,
= M, =(10Pa—M,)e, =

Resultanten i origo ar alltsa

F=-Pe, ; M, =3Pae,

y

b) Kraftmomentet med avseende pa punkten A bestams pa samma satt:

M, =(5a-3P+2a-P+0-3P)e, - M,e,
= M, =(17Pa-M,)e,

Resultanten i punkten A ar alltsa

F=-Pe, ; My =10Pae,

y ;

c) Kraftresultanten finns eftersom F_L M. Antag att kraftresultanten har en
angreppspunkt som ges av lagevektorn r = (x, Y, z). Om det givna kraftsystemet

ersatts av kraftresultanten maste kraftmomentet med avseende pa origo vara
detsamma:

r<xkF=Mg
e, € ¢ -zP=0
x y z|=(0,0,3Pa) = 0=0 = x=3a;z=0
0 -P 0 —xP =3Pa

Kraftresultanten &r F = -Pe, med en angreppspunkt som ligger pa den rita linjen
x=3a; z=0; y obestamd.
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LP 2.62 Dela upp kraften vid A itva komposante
en horisontell och en vertikal.

P
y m Vi beraknar kraftsumman:
***** wil

| M, F=XF =-3Pe —Pcosfe, +Psinfe,
a |
| = F=(-Pcosf, Psin 8- 3P, 0)
! Vinkeln B &r given = 30°,
- a e a— *

= F=[—£,—§,O)P
2 2

v 3P
Kraftmomentet i origo O bestams enligt den allmanna formeln

My =>r xF +>C,
dar den sista termen star for kraftparsmomenten.

Har kan krafternas moment beridknas som hiavarm ganger kraft. Riktningen ges av
hogerregeln och vi far

M, =(2a-Psinf+a-PcosfB—a-3P)e, - M,

B=30°= M, :[(g—z}Pa— MljleZ
Resultanten i origo &r alltsa

F:(_ﬁ,_g OJP; M, =H£—2]Pa— Ml}eZ
2 2 2

b) Kraftresultanten finns eftersom F_LM,. Antag att kraftresultanten har en
angreppspunkt som ges av lagevektorn r = (x, Y, z). Om det givna kraftsystemet

ersatts av kraftresultanten maste kraftmomentet med avseende pa origo anda bli
detsamma:

rxkF =M,
e, € -zP=0
X y z
X y z ;=[010,[§—2JP3—M1) = 0=0 =
—-v3 -5 0 —XP = 3Pa

x=3a; z=0; y obestamd

Kraftresultanten dr F =—Pe, med en angreppspunkt som ligger pd den rita linjen
x=23a; z=0; y obestamd.
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LP 2.65 Kraftresultanten &r alltid samma vektor
LY som kraftsumman. | ett problem déar
kraftresultanten efterfragas skall alltsa des
3P angreppspunkt bestaimmas.
53 4p Kraftsumman bestams enligt:

\j

F=>F =4Pe, + Pe —Pe +3Pe,

O =  F=4Pe, +3Pe,
4a

3Pa | vilken punkt skall denna kraft angripa fo6
att kraftmomentet i nagon punkt t ex orig
o) X ska bli detsamma som for det givna

— kraftsystemet? Kraftresultanten blir i sa fa
Py ekvimoment med det givna kraftsystemet

Vi berdknar kraftmomentet med avseende pa origo for det givna kraftsystemet:
My =2r xFkF +XC,
dar den sista termen star for kraftparsmomenten.
| stillet for med determinanter bestams kryssprodukterna som havarm ganger
kraft. Riktningen ges av hogerregeln och vi far
M, =(—4a-4P —5a-P)e, + 3Pae,
= M, =-18Pae,

Antag att kraftresultanten har en angreppspunkt som ges av lagevektorn
r= (x, Y, z). Om det givna kraftsystemet ersatts av kraftresultanten maste
kraftmomentet med avseende pa origo vara detsamma:

r<kF=Mg
e, e &, -3zP =0
x y z|P=(0,0,-18Pa) = 42=0 =
4 3 0 (3x—4y)P =-18Pa

y:%(3x+18a); z=0

Kraftresultanten ar F = 4Pe, + 3Pe, med en angreppspunkt som ligger pa den rata

linjen y:%(3x+18a); z=0.
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LP 2.67 For det givna kraftsystemet ar kraft-
summan

P b F=>F =3Pe, +Pe, +2Pe,
a eller

F=(3 1, 2)P

o ?Fj - Vid bestamning av kraftmomentet med
SAP/ — o N .
y avseende pd A kan man tanka sig ett
koordinatsystem Ax'y'z'med origoi A.

Kraften P ger bara moment kring x'-
axeln eftersom den ar parallell med y'-
axeln och verkningslinjen skar z'-axeln.
Kraften 3P ger bara moment kring z'-
axeln eftersom den ar parallell med x'-
axeln och verkningslinjen skar y'-axeln.
Kraften 2P ger bara moment kring y'-

axeln eftersom den ar parallell med z'-
axeln och verkningslinjen skar x'-axeln.

Om angreppspunkterna dr Q, sa blir kraftmomentet med avseende pa A
My =Zrnq, XF =-P-ce,—2P-ae +3P-be,
Resultanten i punkten A ar alltsa
F=(3, 1, 2)P
M, =(-c,—2a, 3b)P
Kraftresultant existerar om
F-M,=0.
Skaldrprodukten &r hir F-M, =(3, 1, 2)P-(-c,—2a, 3b)P
F-M, = (-3c- 2a+6b)P?

Kraftresultanten existerar alltsd om -3c-2a+6b=0.
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LP 2.68 For det givna kraftsystemet ar kraft-

summan
z
P b F=>F =3Pe, +Pe, +2Pe,
a_~, eller
1 F=(3 1, 2)P
} c
|
3p 1 o %Fj ~ _'f‘ Vid bestamning av kraftmomentet med
/ y avseende pa O kan noteras att
’/x kraften P ger bara moment kring x-

axeln eftersom den ar parallell med y-
axeln och verkningslinjen skar z-axeln.

Kraften 3P ger inget med avseende pa
O verkningslinjen gar genom O.

Kraften 2P ger inget moment med
avseende pa z-axeln eftersom den ar
parallell med z-axeln.

Kraftmomentet med avseende pa O blir.

My =Xr xF =(2P-b—P-c)e, —2P-ae,

Resultanten i punkten O ar alltsa

F=(3, 1, 2P
M, =((2b-c)P,—2Pa,0)

Antag att kraftsumman F angriper i en punkt med lagevektorn r = (x, Y, z).

For att kraftsumman skall kunna ersitta alla krafter maste den ge samma
moment som de ursprungliga krafterna.

Mg =rxF
e, e e (2y-z)P=2b—c¢
x y z[P=(2b-c,—2a0) (3z—2x)P =-2a
3 1 2 (x-3y)P=0
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LP 271 Tradkrafterna bildar ett stralkraftsystem,
z g \ eftersom alla verkningslinjer har en skar-
B

A ningspunkti A.
S, 4a- "
\ a -~ For att kunna vektoraddera krafterna
D ¥ 1 maéste vi skriva dem som vektorer.
l o Bestam forst enhetsvektorerna i verk-
4a | -7 ningslinjernas riktningar!

‘ < eAD eAB
/ © 8a \ Y Fao=Ip—Ta = (1,0,4)8- (O,8,0)a
(

x  6a e, =(1-8,4)a
C ro (L-84)a

S > _'ap _
34/( €aD |rAD| ‘(1, 8,4)3-‘

(-84 1

= '/ —-(1,-8,4
N1+64+16 9(’ 8.4)

(-1-2,1) 1

e - 8,4) = ): =—(-1,-2,1)
el [(-4-84)d [-1-21)] Vi+4+1 BT

T _(0-8-6)a (0-4-3) 1 o, o Lo o,
Sac |rAC|_\(o,—8,—6)a\_\(o,—4,—3)\_J16+9(0’ 4-3)=50-4-3)

Kraftsumman ar

F=>F =S, +S,+S;=S€,, +S,€,5 +S;€c

1 1 1

= F= 9P-§(l,—8,4)+3«@P~%(—1,—2,1)+1OP-E(0,—4,—3)
= F=(1-84)P+(-3,-6,3)P+(0,-8,-6)P

= F=(-2,-22,1)P

Eftersom kraftmomentet i A ar noll for stralkraftsystemet bestar resultanten i
denna punkt av enbart kraftsumman F = (—2,— 22, 1)P. Kraftresultantens verk-
ningslinje gar genom punkten A.

b) Kraftmomentet i punkten B fas enklast med sambandsformeln

M, =M, +r1,, XF
Insattning ger

e e e

X y z
My;=0+|4 8 —4Pa=(-80,4,-72)Pa
-2 -22 1

Resultanten i punkten B ar F=(-2,-22,1)P; M, =(-80, 4, - 72)Pa
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Statik Problemsamling 3

LP 3.1 Antag att den hogra ladans massa dr M.
Frildgg bada lddorna!

Frildggningsfiguren, som skall innehalla
praktiskt taget all information som
behovs for att 16sa problemet, visas hér.

Kontaktkrafterna mot de lutande planen
ar normalkrafter, N, och N,, eftersom
friktionskrafter saknas enligt texten.

Tradkraften S &r lika pd bdda sidor om
trissan, eftersom den é&r lattrorlig.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa varje lada bildar ett nollsystem, dvs kraft-
summan &r nollvektorn och kraftmomentet med avseende pa ndgon punkt ar
nollvektorn. Vi projicerar kraftekvationen i planens riktningar:

véanstra lddan 7 S—-mgsina=0 (1)
hoégra ladan N~ S—Mgsinf=0 2)
= mgsina = Mgsin 8 = M :m (3)
gsinf8
-  M=>n¢ 4)
sin B
Kommentar:

Svaret dr dimensionsriktigt.

Specialfall ar o=p = M=m

o=0 = M=0,
vilket betyder att jaimvikten dd inte &r mojlig for tva lddor.

B—0 = M — e,
vilket betyder att det fordras i princip en fast punkt att fasta trdden i.
Normalkrafterna bestdms ur kraftekvationerna vinkelrédtt mot de lutande planen.
Momentekvationerna f6r vardera lddan ger normalkrafternas verkningslinjer, som

mdste ga genom skdrningspunkten for tradkraftens och tyngdkraftens verknings-
linjer (se figur!).
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LP 3.3 Frilagg containern fran fjadern och
underlaget! Infor motsvarande krafter,
fjaderkraften och normalkraften!
Fjaderkraften ar

E

fiader

=kAl 1)
dar Ry, = kAl &r forlangningen av
fjadern raknat fran den naturliga
langden.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa containern bildar ett nollsystem, dvs kraft-
summan ar nollvektorn och kraftmomentet med avseende pa nagon punkt ar
nollvektorn. Vi projicerar kraftekvationen i normalkraftens och fjaderkraftens

riktningar:
T Fiiger —Mgsin =0 )
/: N -mgcosfS=0 3)
= Fisqer = Mgsin 8 N =mgcosf
o e . mg .
Tradens forlangning ar enligt sambandet (1) Al = Tsm B
LP 3.4 Konstant hastighet motsvarar ett jam-

viktstillstand. Da fordras att kraftsyste-
met pa flygplanet bildar ett nollsystem,
dvs kraftsumman ar nollvektorn och
kraftmomentet med avseende pa nagon
punkt ar nollvektorn. Vi projicerar nu
kraftekvationen i motstandskraftens och
lyftkraftens riktningar:

~ Tcoso—D-mgsinB=0 (1)
f: Tsina+L-mgcosB=0 (2)

Las ut forst sinoe och cose ur dessa ekvationer och bilda sedan tan ¢!
mgcosf3—L
D +mgsinf

tano =

For att bestimma T kan vi ur (2) och (3) forst bilda T?cos* o respektive
T?sin® . Summan blir enligt "trigonometriska ettan" T?.

= T2(sin? o + cos? &) = (mgcos B~ L)° + (D + mgsin B)°

N T:\/(mgcosﬁ—L)z+(D+mgsinﬂ)2
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LP 3.5

Kontaktytan vid A &r glatt. Om kraft-
systemet kompletteras med normal-
kraften N har vi en frilaggningsfigur.

Vi antar att systemets massa kan for-
summas, dvs att tyngden ar forsumbar
jamfort med de krafter som skall be-
stammas.

Havstangens idé gor att vi forvantar oss
att kraften P ar mindre an spann-
krafterna i kedjorna.

Jamvikt for det frilagda systemet fordrar:

—: =S +S,+Psin=0 (1)
T : N-=PcosB=0 2)
A: asinf-5,-0-S,-(a+b)-P=0 (3)
_asinf
Ekv (3) ger P_—(a+b) ) 4
Ekv (1) ger S, =Sl—%81-sin B )
[, _asin’p
= S _(1 arh) } S, (6)

Kommentar:

Svaren ar helt klart dimensionsriktiga. En trigonometrisk funktion har dimen-
sionen ett.

For vinkeln B = n/2 &r kraften P horisontell och storleken maste vara lika med
skillnaden i spannkrafternas storlek. For denna vinkel fas den kraftférstoring,
som man forvantar sig av havstangen, namligen

P a

S, T a+b

For vinkeln B =0 ar kraften P vertikal och spannkrafternas storlek ar enligt
ekv (6) lika. Ekv (4) sager att det behdvs en mycket liten kraft P for att halla en
viss spannkraft S, .
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LP 3.6
Frilagg cylindern fran underlaget! Den

paverkas av tyngdkraften mg och de tva
normalkrafterna N, och N,.

Jamvikt for den frilagda kroppen
fordrar:

—: —=N;sinB+N,sina=0 1)
T : N,cosB+N,cosa—mg=0 (2

Momentjamvikt kraver att alla tre kraft-
erna gar genom centrumpunkten G.
Med ekv (1) kan vi uttrycka N, i N;:

sin
N, =— ﬁNl 3)
sina
TP sinf
Insattning i (2) ger N, cosf + le_Tcosa =mg
ino

N,(sinacos B +sinfcosa)=mgsina =

sina N = sinf

= mmg; 27 sin(oc+ B) mg

LP 3.7
Frilagg de tre 6versta cylindrarna. Detta

system paverkas av de yttre krafterna
mg (tre stycken), en normalkraft N samt
de tre normalkrafterna N,, N, och N..
For att bestamma kraften N behoévs bara
en ekvation.

Jamvikt for det frilagda systemet
fordrar:

~" : N-3mgsin=0 (1)

= N=3mgsinf
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LP 3.9

LP 3.10

Frilagg nyckeln och muttern. Muttern
paverkas av krafterna F, och F, fran
nyckeln samt en reaktionskraft och ett
kraftparsmoment fran gangan. Nyckeln
paverkas av krafterna F, och F, fran
muttern samt kraften P fran handen.
Avstandet mellan verkningslinjerna for
F, och F, ar enligt geometrin (med

liksidiga, likvinkliga trianglar) 2a/+/3.
Jamvikt for den frilagda nyckeln fordrar:

—>: F-F,-P=0 (1)

0. Pd43V§—ﬁv§_0(3

Dividera ekv (2) med a/+/3 och addera
sedan de tva ekvationerna!

\/3d
E—B—P+P—;——5—ﬁ:0
5:(9%§—1

N | O

Dagerekv(l) F=|—+

Frilagg klotet fran vaggen och det lutan-
de planet! Det paverkas av tyngdkraften
mg och normalkrafterna N, och N,.
Jamvikt for den frilagda kroppen fordrar:

—: N;-N,sin=0 (1)
T : N,cosB-mg=0 (2)
A Momentjamvikt kraver att alla tre kraft-
erna gar genom centrumpunkten G.
Ekv (2)ger N, = _mg_
cos
voppes mg .
Insdattning 1 (1) ger N, = sin
gi(l)g 1= cosp B
mg
Resultatet ar alltsa N, =mgtanf ; N, =19
: ' > cosp
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45°
yd
G d
PD 30 mg
K\ B

Ekv (3) ger

Ekv (1) ger da

Inséttning i (2) ger

(II
RERPNE

Frilagg systemet man+stol+nedre trissan!
Antag att mannen drar med kraften S i
linan. Denna tradkraft ar lika stor i alla
delar av traden. Det motiveras av att
trissorna ar latta och lattrorliga och dar-
for maste momentekvationen med avse-
ende pa varje trissas centrum vara noll.

Jamvikt for det frilagda systemet fordrar:
T : 35-mg=0 (1)

Momentjamvikt kraver att alla tre kraft-
erna gar genom centrumpunkten G.

Ekv (1) ger S= %mg

Stangerna AC och BD ar latta och maste
da vara tvakraftskroppar. Kontaktkrafter-
nas verkningslinjer maste da ga genom
andpunkterna. Frilagg stangen AB och
infor krafterna mg, S, T och K enligt
figuren!

Jamvikt for den frilagda kroppen fordrar:

Lo Y25 V3L V3, (1)
2 2 2
T 1T+1K+£S—mg:0 (2)
2 2 2
d N3 d A3,
T e @
T=K (4)
A2
K=573S (5)
V2 o 2 ~
2@ 28 mg=0 (6)
243
]S "2 SR

Anm.: Resultatet kan fas direkt om man projicerar kraftekvationen pa en riktning
som ar vinkelrat mot de latta stangerna.
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LP 3.13 | detta problem ingar egentligen en
masscentrumberakning om man inte slar
upp i en tabell. For en triangel ligger

AV i xS masscentrum pa avstandet en tredjedel
H 2a J a#J/Qg,o av hojden fran basen raknat. Se appendix
=A D / g iproblemsamlingen! Tre obekanta kraft-
|G er soks. Vi maste alltsa stalla upp tre
ekvationer.
mg ¢ C Frilagg platskivan! Jamvikt for den
frilagda platskivan fordrar:
- -H+ gs =0 (1)
T V+%S—mg:0 (2)
D) —2a-V+a-%S:O (3)
Enligt ekv(1) och (3) ar H= %s och V = %S 4)
o V2. A2 4
Insattning i ekv(2) ger —S+—S=m = S=—=—m 5
attning @9 1 > g R ()
2 1 4
Svar: H= —mg, S= —mg, S= ——=m
S 3" 32
LP 3.14 Frilagg personen och infér normalkraft-

erna N, och Ng!Langsam armhéavning
betyder att accelerationen ar forsumbar
och att varje lage kan ses som ett
jamviktslage.

Jamvikt fordrar:

T : N,+Ng-mg=0 (1)
A Ng-(a+b)-mg-a=0 (2)

Momentjamvikt kraver att alla tre krafterna gar genom centrumpunkten G.

a

Ekv (2) ger N,=——m

@9 o= M9

Ekv (1) ger da N, = ng
a+b

Man kan ocksa i stéllet for ekv (1) stalla upp momentekvationen med avseende
pa B, vilket mer direkt ger resultatet.
Speciellt for fallet b=3a fas N; =mg/4; N, = 3mg/4.
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LP 3.15 Frilagg skottkarran och infor reaktions-
krafterna vid B och C! Krafterna P och
mg ar vertikala. Eftersom hjulet ar fritt

P
A N I \i rorligt och kontaktkraften vid C saknar
Eg o en horisontell komposant sa ar ocksa
A \7 kontaktkraften vid B vertikal.
Cdxd .
d \%~ " Om N =0 sa kan P, bestimmas med
7&9 momentekvationen med avseende pa C:
v B \
‘ ‘ ; mg-c—P_. -(a+b+c)=0 =
. a . b P C g min ( )
P. = ¢ mg
v mg ™ at+b+c
c
mg-c—P_. -(a+b+c)=0 = P = m
9 C—Prin ) min= oMY

Om P =0 sa kan N bestaimmas med momentekvationen med avseende pa C:
c

mg-c—N-(b+¢)=0 N= —m
g ( ) = b+c g

Frilagg gymnasten fran ringarna!
Jamvikt for hela gymnasten fordrar att
de vertikala krafterna pa handerna tar
upp hela tyngden.

T: 25-m,g-2mg=0 1)

1
S=mg+m,g @

Frilagg armarna fran resten av kroppen
och infor kraften V och kraftpars-
momentet M.

Jamvikt for resten av kroppen fordrar

T: 2Vv-m,g=0 (3)

1
V= omyg @

Jamvikt fordrar nu for vansterarmen
(den hogra i figuren)

/A\:(ml +%m2)g(b+c)— m,gb+M =0
()

M = %ng(b +¢)—m,gc
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LP 3.17 Vi forutsatter att skruven O sitter fast.
Jamvikt fordrar att kraftmomentet med

/ avseende pa en axel genom O vinkelrat

’ mot figurens plan ar noll:
Dela upp krafterna K och P i kompo-
santer parallella och vinkelrdta mot
nycklarna. Det ar bara komposanterna
som ar vinkelrata mot nycklarna som ger
ett kraftmoment.

YO) Ksina-R—PsinB-r=0 (1)

K rS|_nﬁ P
Rsina
Numeriskt fas k=03226,N=60N
04-3
LP 3.18 Vinkelstangen OA &r en tvakraftskropp

sa att kontaktkraften i A maste ha en
verkningslinje som gar genom O.

Frilagg nu cylindern fran vinkelstangen
och den glatta axeln vid B. Infér mot-
svarande krafter T och R. Krafterna T
och S har kdnda riktningar. Eftersom
cylindern ar en trekraftskropp maste
reaktionskraften R ha en riktning genom
P. Om figuren ritas pa detta satt har vi
indirekt stallt upp momentekvationen,
eftersom den kraver att momentet skall
vara noll med avseende pa P.

Jamvikt fordrar ocksa att

R

¥A: —-r—S-2r=0 = R=22S 1
A 7 (1)
B TsinB-r-S-r=0 (2)
) . r
Men geometrin ger sinff=—— = T=.,5S
0 0 P=is I=y%°
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LP 3.19 Betrakta ett jamviktslage da kroppen
just lattat fran underlaget och bara vilar
mot kanten vid A. Frilagg vilten!

Om cylindern roterar latt finns bara en
normalkraft N vid A. Den har sin verk-
ningslinje genom centrum O. De 6vriga
krafterna ar tyngdkraften mg och drag-
kraften P. Vilten &r en trekraftskropp.
Krafternas verkningslinjer gar genom O.
(Om en friktionskraft skulle existera vid A
maste den ocksa motsvaras av ett kraft-

~ parsmoment pa grund av friktion vid
axeln O.)

Infor den vinkel o som radien OA (eller normalkraften N) bildar med vertikalen.
Med en kraftekvation i en riktning vinkelrat mot OA kan normalkraften vid A
elimineras direkt.

Jamvikt fordrar:

. mgsino
Pcos(f+a)—mgsina =0 = =
(B+a)-mg cos(f+a)
LP 3.20 Betrakta ett jamviktslage da kroppen

just lattat fran underlaget och bara vilar
mot kanten vid A. Frilagg valten!

Om cylindern roterar litt finns bara en
normalkraft N vid A. Den har sin verk-
ningslinje genom centrum O. De 6vriga
krafterna ar tyngdkraften mg och drag-
kraften P. Vailten ar en trekraftskropp.
Krafternas verkningslinjer gar genom O.
(Om en friktionskraft skulle existera vid

A maste den ocksa motsvaras av ett kraft-
parsmoment pa grund av friktion vid
axeln O.)

Infor den vinkel oo som radien OA (eller normalkraften N) bildar med vertikalen.
Med en kraftekvation i en riktning vinkelrat mot OA kan normalkraften vid A
elimineras direkt.

Jamvikt fordrar:
_ mgsina

= cos(B—0)

Pcos(—a)—mgsina=0 =
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LP 3.21 Frilagg vagnen fran kontaktytorna dar
friktionskrafterna ar forsumbara.

Jamvikt fordrar:

Nu var det tva par av varje hjul sa om normalkrafterna pa enstaka hjul soks sa

ar de
mg c
Ng=— N,=N.,=—m
B 2 A C 2b g
LP 3.22 Frilagg vinschtrumman fran sparren och

rotationsaxeln. Sparren ar latt och darfor
en tvakraftskropp. Kraften F maste ga i
samma riktning som sparren AB.

Vi forutsétter en glatt rotationsaxel.

Jamvikt fordrar:
8 H-R-P-r=0

—~ H=_'p
R

. . R — . R =
T Vv @np P(r+tanﬁ) 0

rtanf+R
R

= V= P
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LP 3.23

Frilagg handtaget! Det paverkas av
kraften P samt reaktionskrafter i lederna
A och B. I leden A forutsatter vi enligt
problemtexten att kraften ar vertikal.

Vilken riktning har kraften i B?

Jo, eftersom lankarmen BC &r en tva-
kraftskropp maste kraftens verknings-
linje ga genom C. Se figur 1!

Men handtaget ar en trekraftskropp. Det
betyder att verkningslinjen ocksa maste
ga genom de andra tva verkningslinjer-
nas skarningspunkt O. Se figur 2!

Likformighet ger

Observera att det ar momentekvationen
som blir satisfierad genom detta geo-
metriska resonemang. Kraftmomentet
med avseende pa O maste vara noll.

Liber
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LP 3.24 Frilagg cirkelskivan enligt figuren!
Jamvikt fordrar:
H-=P=0 (1)
V + g P=0 (2)

-
T:

P
O r‘5+r-v+r-H—M:O (3)

Uttryck H och H i H med hjalp av (1)
och (2). Sattini ekv (3):

E—£+l Pr-M=0

2 2 2

2M

= P= ————

(2-+3)r
o M V3M
Insattning i ekv (1) och (2) ger H= ———+— och V=— —~""__
giekv (1) och (2) g 23] -3}

Frilagg armen enligt figuren och infor
reaktionskrafterna K och R!

Lankarmen DE ar en tvakraftskropp och
kraften R maste alltsa ha en verknings-
linje genom D och E. Hela den frilagda
armen ar en trekraftskropp. Verknings-
~linjen for kraften K maste alltsa ga
genom punkten P. Vi skall bestimma
den horisontella delen av kraften K. Vi
eliminerar darfér den ointressanta
kraften R genom att stalla upp
momentekvationen med avseende pa Q
Avstandet QG &r ctan . Havarmen till den horisontella kraftkomponenten av
K, som vi kallar K, blir da ctan 8 —d. Momentekvationen med avseende pa Q
blir

b+c

ctanB-d)K, —P(b+c¢c)=0 K= ——
(ctan B~ d)K, - P(b-+¢) > K= g
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LP 3.27 Frilagg bilen fran vagg och underlag!

Bilens tyngd ar mg. Vid kontaktytan

N mot vaggen finns enligt text bara en
G N, horisontell normalkraft N.
LoEE L ) N
‘N
h l_ ;;Cb f @2 Framhjulen antas rulla latt sa att det
B - A finns inte nagon friktionskraft dar mot
b a marken. Om bilen drivs framéat maste

alltsd motsvarande framéatriktade kraft

my vara friktionskraften vid bakhjulens
kontakt med marken.
N
A Om bakhjulsparet frilaggs ser man att
Bakhjul det férutom kontaktkraften paverkas av

en kraft R fran resten av bilen, en
tyngdkraft och ett kraftparsmoment M.

R Jamvikt for hjulparet fordrar:
Or M-f-r=0

Detta forklarar sambandet mellan det drivande momentet och friktionskraften
men behovs inte for att 16sa detta problem.

Jamvikt for den frilagda bilen fordrar:

S N-f=0 1)
T: N,+Ng;—mg=0 (2)
A: mg-a-N;-(a+b)-N-h=0 (3)

Normalkraften N &r kdand. Det betyder att N ges av ekv (3):

I\IBzmga—Nh
a+b
ochdages N, avekv (2) N,=mg—-N,; =
NA:mg_mga—Nh N NA:mgb+ Nh
a+b a+b

Kommentar:

Om normalkraften N =0 ligger en storre del av bilens tyngd pa framhjulen om
a<b.Om a=b ari detta fall normalkrafterna lika stora.

Normalkraften N 6kar normalkraften vid bakhjulen och minskar den vid
framhjulen. Vid ett visst kraftparsmoment pa bakhjulen, dvs ett visst varde pa
normalkraften N, lattar framhjulen.
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LP 3.33

Frilagg kroppen fran leden i O. Infor
reaktionskraften R. Vi forutsatter att

leden O ar glatt.
Jamvikt fordrar:

—: R +Scosf=0
T: -P+R,-Ssinf=0
B YO: P-b-SsinB-a=0

b a— Ekv (3) ger S= b P
asinf3
Ekv (1) och (2) ger R, =-Scospf R, =P +Ssinj
sattindettai(4) = R=-——0 p R =2%Pp =
atan 8 a
b)° b?
R- [R7+R7=p B0 |
Y \/ a’ a’tan®
P 2 b?
R=— [(a+Db)" +
a \/( ) tan?

1)
@)
(3)

(4)

m. Liber
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LP 3.38

Jamvikt fordrar

for den 6vre cylindern:

Frilagg cylindrarna fran varandra och
fran bordet!

Vad hander om spannkraften S ar for
liten? Jo, de undre cylindrarna forlorar
kontakten med varandra. Gransfallet for
detta ar nar normalkraften N, =0.

Det ar detta villkor som ger S_,..

De spetsiga vinklarna i figuren &r
antingen 60° eller 30°.

Cylindrarna ar glatta sa att tradkraften ar
lika stor i alla delar av traden. Det ges
ocksa om man staller upp moment-
ekvationen med avseende pa varje
centrum.

T: TNl—mg—2§S:0 1)
for den undre vanstra cylindern:
- S+%S—N2—%Nl:0 2

Satt nuin N, =0 i ekv (2) och eliminera N, ur ekvationerna genom att forst

multiplicera (2) med 2, dividera (1) med +/3 och sedan addera ekvationerna.

Resultatet ar

mg
S,= ——
min 2 3
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LP 3.42 Frilagg stangen AB och frilagg den
undre delen av systemet fran kontakten

K vid E och C. Stangen ar homogen sa att
B A masscentrum ligger mitt pa stangen.
I I
e | ) Alla leder &r glatta. Det betyder att det
saknas bromsande kraftparsmoment vid
mg dessa axlar. For hjulet betyder det att den

horisontella kraften vid kontaktpunkten
F ar noll. Annars skulle det vara den en-
da kraften som skulle ge ett kraftmoment
med avseende pa hjulaxeln D och hjulet
skulle inte vara i jamvikt.

| Antag att den horisontella och vertikala
! komponenten av kontaktkraften vid C ar
| H respektive V.

Jamvikt for den frilagda stangen AB
fordrar:

A mg-%(a+b)—K-(a+b):0 1)

Jamvikt for den frilagda undre delen av systemet fordrar:

—: —-H+Nsing=0 2
T : V+Ncosf-K=0 (3)
C:. -Ncosf-a—Nsinf-h+K-(a+b)=0 4)
Kraften AB bestams direkt med ekv (1):
Kraften N bestams da av ekv (4):
N mg(a+b) ©)

2(acos B+ hsin )
Insattning av (5) och (6) i ekv (2) och (3) ger dd H och V:

(a+b)sinp
H = :
2(acos B+ hsin )

voma(, (a+b)cos_ﬁ eller V= hsmﬂ—bcc_)sﬁ
2 acosf+hsinfg 2(acos B+ hsin )

Om htan 3 =b (se figur!) ar den vertikala kraften V = 0. Det motsvaras av att
K, N och H bildar ett stralkraftsystem med skarningspunkti Q.
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LP 3.52 En stel kropp som har konstant transla-
tionshastighet, dvs alla punkter i krop-
pen har lika hastighet, befinner sig i ett
jamviktstillstand. En stel kropp som
roterar med konstant vinkelhastighet
kring en axel genom masscentrum ar
ocksa i jamvikt.

Detta galler aven om axeln genom
masscentrum har konstant hastighet.
Full forstaelse for detta far man i
dynamiken.

d + Om bakhjulet friliggs ser man att det
~ paverkas av krafter i centrum, kontakt-
kraften mot marken samt kraften S pa

| { 1 1 kedjekransen, som ju &r stelt forenad
@ — med hjulet.

Kedjehjulet med pedaler paverkas for-
utom av krafter i centrum av kraften S
och kraften P pa pedalen.

Enda mgjligheten att slippa krafterna vid axlarna ar att stalla upp momentekva-
tionerna med avseende pa dessa axlar.

Jamvikt fordrar:

Bakhjul *B): f-R-r-S=0 1)
Kedjehjul  *A): S‘R,—-d-P=0 (2)
Ekv (2) ger S:P—d

RI
Ekv (1) ger d& f=tcg o o fkdp

R R-R,

Eftersom d och R ar givna konstanta avstand kan cykelns framatdrivande kraft
f @ndras bara genom utvéaxlingen, dvs forhallandet r, / R,, som kan bestimmas
genom att rakna antalet kuggar pa de bada hjulen.
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LP 3.56 Hjulet paverkas vid kontaktstillet mot
S~ marken av kraften P uppat. Jamvikt i
, B vertikal led innebar d3 att kraften pa

, hjulet vid O ar P nedat. Da har man

! ocksa forsummat hjulets tyngd jamfort
med flygplanets.

Frilagg nu stangen OA! Eftersom stang-
en AB ar latt, ar det en tvakraftskropp
och da maste kraften i leden A vara
riktad mot punkten B.

Antag att reaktionskraften i C har kom-
ponenterna H och V enligt figuren.
Kraftsituationen &r da klar eftersom
lederna ar glatta och tyngden far for-
summas.

Nu aterstar att ur den givna geometrin
bestimma havarmar.

Observera att vinkeln S inte ar 30°, eftersom stangerna OA och AB inte &r

vinkelrata.
: a
Irc|=2 = [rp|=asin30° = repl= > (1)
= |ra|=acos30° e RISE # )
Med Pythagoras sats for triangeln ABD fas:
3 b5a
rel=ad7 = rp|=a 7—2:? = |re|=3a (3)
Likformighet ger
el i Y 6
r f o F 3V3
( ﬁ ) |rBD| |ch| = E 33 = | EC| 5 ( )
2
Jamvikt for stangen OA fordrar:
a_
B! P2 _H. 0 5
; BSh (243 ©
o~ - Ba«f a3 V. 3a«@:0 ©)
5 2 5
Ekv (5) och (6) ger H= %P V= 161 P

..'- |_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras

64



LP 3.61

(1,3,-8)

_rAB_

Jamvikt for stolpen fordrar att kraft-
momentet M, = 0. Stolpen kan inte
vrida sig kring z-axeln, eftersom
fundamentet kan balansera ett even-
tuellt kraftmoment i z-riktningen.

De tre trddkrafternas moment med av-
seende pa x- och y- riktningen maste
diaremot vara noll.

For att kunna berdkna kraftmomenten
maste man skriva tradkrafterna pa
vektorform. Vi borjar darfor med att
bestimma enhetsvektorerna i trad-
riktningarna.

Har ar

Fg=Tg —Ta 1)
=  re=(0,33,0)—-(-a0,8a) (2
= Iy =(a 3a-8a) 3)
(1,3,-8) 1

e = = =
AB |rAB| ‘(1, 3, — 8)‘ \/1
P& samma satt fas

= 1,3,-8 4
243+ (-8)° Nz ) “

rp=(22,0,-6a) = €

(,,
(L0

SRS IETR

(-1,0,-6) (-1,0,-6) 1
=(-a, 0, -6a = e = = = -1,0,-6 6
( ) * |-10,-6) +1+0+36 ﬁ( ) ©
Krafterna pa vektorform ar alltsa
S
Spe =5S€,5 = ﬁ(l’ 3,-8) (7
S
Seo = Sep€ep = ﬁ(l' 0,-3) (8)
Ser = See€er = %(_11 0,- 6) 9)
37
e, € & .S e, € € .S e, €, &€ .S
Mo =-1 0 8|—+|0 -1 6|—=2+|0 0 6 | === + kraftmoment fran fundament
N74 V10 \37
1 3 -8 1 0 -3 -1 0 -6
24aS | 3aS 85
(Mx :) ’\/— J—CD +0=0 = SCD :ES
6aS 6aS 8
(My ) 0+ ?CD—?EF_O = SEF:ﬁS

Liber
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LP 3.65

De yttre krafterna pa stolpen ar forutom
P tyngdkraften mg, tradkrafterna S,;
och S,. samt reaktionskraften vid O.
Tradkrafterna skall bestammas. Det mot-
svarar tva obekanta eftersom kraftrikt-
ningarna ar givna.

Reaktionskraften vid O motsvarar tre
obekanta. Enda mojligheten att slippa
den kraften i rakningarna ar att stalla
upp momentekvationen med avseende
pa O.

Forst skriver vi tradkrafterna som
vektorer. Vi borjar med att bestaimma
enhetsvektorerna i deras riktningar.

Me=lg—Ta = TIp=(-88-4m = (1)

e =(—2,2,—1):(—2,2,—1):£_22_1 )
€8 |rAB| = € ‘(_2’2,_1)‘ ‘m 3( Ul ) ()
e=lc—Ty = TIp=(0,-6-8m = (3)
e, = e _(o,—3,—4):(o,—3,—4):1(0,_3’_4) @

:|rAC| = eAC_\(o,—s,—4)\ J9+16 5

Tradkrafterna skrivna som vektorer ar alltsa

S
Sas = Sas€as = %(_2’ 2, - 1)

Jamvikt fordrar: My =0 =
e, € & e
(Mg=) |0 0 8 % m+|0
-2 2 - 0

S
Sac =Sac€ac = %( 0,-3, _4) (5)
Fyn XSpg + Ty XS+ xP=0 (6)
e, e, e, e, e
S
0 8%m+0 0 6Pm=0 (7)
-3 4 1 0 0

Enheten kan tyckas vara fel men krafterna innehaller enheten N.

(M, 5) 1654 , 24S,c _
" 3 5
(M, =) _185¢ L 6p—g

Kraften P ar given: P =8 kN =

9S
=  Syp=—2c
AB 10
9 81
= SAC = g P = SAB = % P
Spe= % KN; Sxc =9 kN
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LP 3.67 De yttre krafterna pa hylsan, som far
T Z antas vara liten, ar tyngdkraften mg,
B tradkraften S samt normalkraften N.
B Tyngdkraften och tradkraften har givna
( riktningar. Normalkraftens riktning ar
delvis kdnd. Den ar ju vinkelrat mot
17a/4 stangen. Tradkraften skall bestimmas.
Eftersom hylsan antas vara liten har
D g krafterna samma angreppspunkt och
momentekvationen ar da redan satis-

12a fierad.
S\

Gar det att skriva upp en jamviktsekva-
tion utan att normalkraften kommer

% med? Ja, kraftekvationen projicerad pa
stangens riktning skulle kunna ge
resultatet. Vi maste da forst bestimma
enhetsvektorn i stangens riktning samt
krafterna som vektorer.

X

e=lg—Ty = Tp=(0,012a)—(3a,4a,0) = r,=(-3a—-4a12a) (1)

_ T _ (-3a,-4a,12a)
€re = |r | = €rg = ‘(—3&, —Ja, 123.)‘ (2)
(8-412) (3-412) 1,
(a2 JCarraraz B oM@

Tradkraftens riktning fas pa samma sétt. Vi bestammer forst enhetsvektorn e..

ro=lp—l. = Iy =(% 0, Qa) (94a 3a, 3a) = Iy, =(2a,—3a,6a) (4)

- (2a, - 3a, 6a)
= = e — A, 5
Geo Ireo] = fe ‘(Za, — 3a, 6a)‘ - ©)

(2.-3,6) (2,-3,6) 1
e = _ ==(2,-3,6 = (6)
s e 70
S

S=Seg = 7(2, -3,6) (7)

Jamvikt fordrar:  S-e,; +(-mge,)-e,; =0

S 1 1
-=(2,-3,6)-—(-3,-4,12)+(0,0,-mg)-—(-3,-4,12)=0
(2,-3,6) £ (-3,-4,12)+(0.0,-mg)- 1 (-3,-4,12)
> —(- 6+12+72)—Emg 0o = Szﬁmg
7 13 39
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Statik Problemsamling 4

LP 4.1

Lat kroppens totala massa vara 4m, sa
att varje rak stdng har massan m och
langden a.

Masscentrum for en rak homogen
stang ligger sjalvklart i mitten.

Masscentrums X-koordinat for den sammansatta kroppen &r allmént

M Xgy +MyX g, +MXys + My X,

XG
m,+m,+m, +m,

Inséttning ger: (numrera stangerna uppifran och ned)
m(-a)+m(-a/2)+m-0+m-0 3

X = __a
N 4m 8

Motsvarande for y- och z-koordinaterna blir

m-0+m-0+m-0+m(a/2) 1
yG: =—a
4m 8

- m(a/2)+m-0+m(-a/2)+m(-a) _ 1,
c 4m -

Lagevektorn frdn origo till masscentrum G ér alltsa

3 1 1
rG:(XG’ Yo ZG): _gz s 1 a
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LP 4.2
y Systemets masscentrum G maste pa

grund av symmetri ligga pa x-axeln.
= z;=0,y;=0
Vi betecknar kropparna, halvcirkel-

skivan och triangeln, med index 1 och
2.
X

AﬁNB

g2 )
Massorna bestims som areadensiteten

2R } ganger arean.
|

Masscentrum for en halvcirkelskiva och triangel har bestamts i teoriboken. Vi
utnyttjar resultaten har

4R 2R

W T3
Masscentrums Xx-koordinat for den sammansatta kroppen ar allméant

M Xy, +M,X,
Xg =——— 5

m, +m,
Insattning ger
1 4R 1 2R 4R 8R
R |- |+p-2R-2R-—~ _TT2,°7
P (3n)p2 3 _" 33 _ 4R
Xe = 1 1 - +4  3(m+4)
pEﬂR2+p52R-2R T T

Man bor med ett narmevarde x; = 0.2R kolla att denna x-koordinat &r rimlig.
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LP 4.3

Kroppens masscentrum maste pa
grund av symmetri ligga pa y-axeln.
Bade x- och y-koordinaten for den
sokta kroppens masscentrum ar noll.

Vi betecknar kropparna, den bortagna
cirkelskivan och den resterande krop-
pen, med index 1 respektive 2. Deras
massor betecknas m, och m,.

Den ursprungliga halvcirkelskivan har
da massan m=m, +m,.

Det ar masscentrum for kropp 2 som skall bestammas.

Massorna bestams som areadensiteten ganger arean.
m, = prr(2a)’ = 4pma’, m= p%n(Ga)2 =18pm° =
m,=m-m, = p%n(Ga)2 — prr(2a)” = 14prma’

Masscentrum for en halvcirkelskiva har bestamts i teoriboken. Vi utnyttjar
resultatet har

Masscentrums y-koordinat for hela halvcirkelskivan ar allmant

mlygl + m2y92

Yo =
m1+m2

Insattning ger

8a 4pm’-3a+l4pma’-y,, 8a 6a+7y,,
_ = 3 = R — e
18pma /4 9
6(12
Y2 = 7(;_1) a Yy =2.44

Fran borjan, for hela halvcirkelskivan ar y; = 2.7a. Nér cirkelskivan vid y = 3a
tas bort maste masscentrums lage sankas.
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Kroppens masscentrum maste pa
grund av symmetri ligga pa X-axeln.
Det betyder att x- och y-koordinaten
for den sokta kroppens masscentrum
ar lika. Vi bestammer darfor bara x-
koordinaten.

Vi betecknar kropparna, den bortagna
kvartcirkelskivan och den resterande
kroppen, med index 1 respektive 2.
Deras massor betecknas m, och m,.

X Den ursprungliga kvadratiska skivan
har da massan m=m, +m,.

Masscentrums x-koordinat for kvart-
cirkelskivan maste vara densamma
som for halvcirkelskivan. Det ar dessa
masscentra som markerats i figuren.
Det ar masscentrum fér kropp 2 som
skall bestaimmas.

Massorna bestims som areadensiteten
ganger arean:

mlzpiﬂRz, m = pR? =
m,=m—m, = pR® - pL7R? = p(l—E)RZ
4 4
Masscentrum for en halvcirkelskiva har bestamts i teoriboken och finns i en
tabell i problemsamlingen. Vi utnyttjar resultatet har
4R R 5
01T g e =50 Xgo =

Masscentrums x-koordinat for hela den kvadratiska skivan ar allmant

X

m, +m, m,
R 1 4R
. PR Pa™ o
Insattning ger Xgp = . u =
pl1-= |R?
4
1.1
2 3 6-4 2
X, = = R= R= R=0.8R
e =Y =7 3(4-n) 3(4-n)
4 _

Det numeriska vardet visar att masscentrums koordinater ar rimliga.
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LP 4.5 Kroppens masscentrum maste pa grund
av symmetri ligga pa x-axeln. Det be-
. 3 tyder att y- och z-koordinaterna for den
\ Y sokta kroppens masscentrum ar noll. Vi
| bestammer darfor bara x-koordinaten.

I e \ Vi betecknar kropparna, den bortagna
konen och den resterande kroppen, med
index 1 respektive 2. Deras massor
betecknas m, och m,. Den ursprungliga
konen har dd massan m=m, + m,.

Masscentrum fér en kon med hgojden h
ligger pa avstandet 3h/4 fran spetsen.

- Detta ar egentligen en del av problemet,
men har bestamts i teoriboken och finns i
tabell i problemsamlingen. Det ar mass-
centrums lage for kropp 2 som skall
bestammas.

Toppkonens radie fas med likformighet: r= %R
Massorna bestims som densiteten ganger arean:

m, = prreh, m=paR°’H =

hZ H3_h3
m, =m-m, = prR*H —pmzh:pn’RZ(H —?h}:anz e

Masscentrum for en kon har bestamts i teoriboken och finns i en tabell i
problemsamlingen. Vi utnyttjar resultatet har
3h 3H
g1 = T, X =——
4 4
Masscentrums x-koordinat for hela konen ar allmant

, X.,="7

X 92

X = m; Xy, +M,X, - X, = MXg — M, X,
m, +m, m,
ERZH-B—H—pn'rZh-B—h
Insdttning ger Xgp = 4 3 4 =
o » H>=h
PR
2142 _ p2p2 4 _ht
x2:3H2RH_rh x2—3(|_| ")
g 4R2(H3 h3) g 4(H3 h3)
Kontroll: h—-0 = x, e34—H
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LP 4.6

Ny Vaggen kan siagas bestd av manga
smala, hoga rektanglar. En av dessa
rektanglar ligger pa avstandet x ifran

y-axeln. Den har bredden dx och
/ hojden y = a+bx*. Dess masscentrum
har laget

dm X, =X
X
> 1 1 2
| X Yempy=oandd)
: L Denna rektangel viljs har som

masselement.

Masselementet ar
dm = p(a+bx*)dx

Hela kroppens masscentrum fas da enligt formeln fér en sammansatt kropps
masscentrum:

_ [x,dm. _ [y, dm
= Tdm Ye = dm

Insattning ger
[xp(a+bx*)dx  J(ax+bx*)dx
Xe = Naw 2
[p(a+bx*)dx  J(a+bx*)dx

L
i 3 [1ax2+1bx4j| LT
{(ax+bx )dx_ 5 A EaL +ZbL 6.+ 3bL2

= - LT 15  12a+4bl’
[(a+bx?)dx [ax+bx3] aL +-bL®
0 3 0
Ti(a+ bx*)p(a+bx* )dx Ti(a2 +2abx” + b*x*)dlx
02 p 02
Yo = L = L
[ p(a+bx?)dx [ p(a+bx?)dx
0 0
1] 2 3,1, 5:|L 2 1
—|a'x+—abx” +=b"x 2L+ Zapl® +=p2L°
_2[ 3 5 O_E.aL+3abL +5bL 1587 +10abL2 + 3b%L*
[ax+ 1 bxg]L 2 al + 1pL 30a+10bL°
37 3
|_| be r MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 73



Det hér ar ett jamviktsproblem dar man
maste bestamma laget for kroppens
masscentrum. For att se vilken havarm
till kroppens tyngdkraft som blir aktuell
staller vi forst upp jamviktsekvationen.
Jamvikt fordrar att kraftmomentet med
avseende pa upphangningsaxeln AB ar
noll. Man ser att tyngden av smaltan inte
har ndgon havarm med avseende pa
denna axel.

Lat behdllarens massa vara m, och lat x,

vara masscentrums avstand fran upp-
hangningsaxeln AB. | figuren dr mass-
centrum for smaltan och behallaren
markerade

. . m,gsin
YO X, m,gsinff—Rcosf-F=0 = F:RZC—OSﬂXQZ

Vi maéste bestamma massan m, och masscentrums x-koordinat x ,. Vi betecknar

kropparna, det bortagna halvklotet och den resterande kroppen, med index 1
respektive 2. Deras massor betecknas m, och m,. Det ursprungliga halvklotet har
dd massan m=m, + m,. Det &r masscentrums lage for kropp 2 som skall bestam-
mas. Massorna bestams som densiteten ganger arean:

ml=p§7rr3, m:p%ﬂR3 =

_ 2 3 2 53 2 3 .3
m, =m—m, =p=xR’—pmr _pgn(R -r’)

Masscentrum for ett halvklot har bestamts i teoriboken och finns i en tabell i
problemsamlingen. Vi utnyttjar resultatet har

_3r _ 3R
T et e
Masscentrums Xx-koordinat for hela kroppen ar allmant

=7

xg = o TRy e T
m, +m, m,
Insattning ger
pg7rR‘“*-£—pg7rr‘"*-E plﬂ(R“—r“) 3(R4—r4)
__3 8 3 8 _ 4 _

Xg2 = 2 R® _ 3 = %2 =72 R _ 3 _8(R3—r3)

—n(R*—r —n(R*—r

pym(R -1’ PR -1’

4 4
sz%ﬂ(R3—r3)-gtaRnﬁ-Z((Eg_:ag = F:%sw-(l?“—r“)
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LP 4.8 Kroppens masscentrum maste pa grund
av symmetri ligga pa x-axeln. Det be-

y tyder att y- och z-koordinaterna fér den
sokta kroppens masscentrum &r noll. Vi
1 2 bestammer darfor bara x-koordinaten.

Vi betecknar kropparna, den bortagna

R halvcirkelskivan och den resterande
& X kroppen, med index 1 respektive 2.

Deras massor betecknas m, och m,. Den
ursprungliga kvadratiska skivan har da
massan m=m, +m,.

Masscentrum for en kon med hgjden h
ligger pa avstandet 3h/4 fran spetsen.
Detta ar egentligen en del av problemet,
men har bestamts i teoriboken och finns i
tabell i problemsamlingen. Det 4r mass-
centrums lage for kropp 2 som skall
bestammas.

Massorna bestams som areadensiteten ganger arean:
ml:p%nRz, m=p(2R)* =4pR* =
m, =m-m, = 4pR’ —p%?rR2 = pR2(4—§)

Masscentrum for en halvcirkelskiva har bestamts i teoriboken och finns i en
tabell i problemsamlingen. Vi utnyttjar resultatet har

4R
ST

Masscentrums x-koordinat for hela kroppen ar allmant

X; =R, Xgp =7

. = MXg +MXpp X, = MXg — M, X,
m, +m, m,
4pR2-R—p17rR2 ﬁ
Insattning ger Xgp = 2 . 3r =
(]
2
_ 24-4 R 20 R~13R

Xy = =
24 -3rm 24 -3¢

Fran borjan, for hela kvadraten, ar x-koordinaten fér masscentrum x; = R. Nar
halvcirkelskivan tas bort maste masscentrums lage forflyttas at hoger i figuren
och vara mindre an x = 1.5R.
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Statik Problemsamling 5

LP5.1 Frildgg kurvbagen fran den vertikala
stangen!

Vi borjar med att i figuren sétta ut
tyngdkraften, som antas vara mg.
Masscentrums avstdnd fran stangen
2r/m, ddr r dr radien, antas héir vara
kéant. Vi har alltsa infort tva storheter r
och m, som inte &r givna.

Infor kontaktkrafterna! Vid B finns
ingen friktionskraft.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kurvbdgen bildar ett nollsystem, dvs att
kraftsumman &r nollvektorn och kraft-
momentet med avseende pd ndgon
punkt &dr nollvektorn:

.y N-N,=0 (1)
T f-mg=0 (2)
B\ : mg-g—N-2r=0 3)
T
Ekv (2) och (3) ger f=mg 4)
N="8 (5)
Vi1
Friktionsvillkoret ar f<uN (6)
Inséttning ger mg < ,u% = uzn
b/

Svaret dr dimensionsriktigt eftersom friktionstalet, som ar ett forhallande
mellan tva krafter, har dimensionen 1 (4r dimensionslost).

Ar friktionstalet u orimligt stort? Aven om u i de flesta fall f6r ndgorlunda
sldta ytor oftast &r mindre &n 1, finns det ingen gréns for hur stort det kan vara.
Problemet &r ju ocksa sa formulerat att svaret ger vilket friktionstal som krivs,
oberoende av om det finns sa stora friktionstal eller inte.

Alternativ 16sning: Kurvbagen dr en trekraftskropp. Kraftsystemet maste vara
ett strdlkraftsystem. Verkningslinjen for kontaktkraften i A maste alltsa ga

. 2r
genom punkten C (se figur!):  (tana =) S =r
N 2r/n
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LP 5.2 Frilagg kuben fran den vertikala glatta
vaggen och det strava golvet!

Vi borjar med att i figuren satta ut
tyngdkraften, som antas vara mg.
Kubens kantlangd antas vara d. Vi har
alltsa infort tva storheter d och m, som
inte 4r givna i texten.

Infor kontaktkrafterna! Vid A finns
ingen friktionskraft.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kuben bildar ett nollsystem, dvs bade
kraftsumman och kraftmomentet med
avseende pa nagon punkt ar noll.

Vi betraktar gransfallet mot glidning da lutningsvinkeln ar 30°. Vinkeln mellan
linjen BG och horisontalplanet ar da 30° + 45°.

Jamvikt for den frilagda kuben fordrar:

—-: N, -f=0 Q)
T: N-mg=0 2)
d d
B mg-—cos75°—N,-—=0 3
B mg-— 5 ©
Ekv (3) och (1) ger
2mg
f =——=cos75° 4
N (4)
Ekv (1) ger N =mg (5)
Friktionsvillkoret ar f<uN (6)

Vid gransfallet mot glidning fas

2M9 s 750 = umg =  p=+/2c0s75°

2

Kommentar:
Svaret ar dimensionsriktigt. En trigonometrisk funktion har dimensionen ett.
Svarets narmevarde ar u = 0.36 och verkar erfarenhetsmassigt rimligt?

Alternativ I6sning: Kuben ar en trekraftskropp. Kraftsystemet maste vara ett
stralkraftsystem. Verkningslinjen for kontaktkraften i B maste alltsa ga genom

d
ﬁcos75
punkten C (se figur!):  (tana =) N d < 2c0s75

2
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LP 5.3 Frilagg kabelrullen fran underlaget och
kabeln! Infor motsvarande krafter f, N
och S.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kabelrullen bildar ett nollsystem, dvs
bade kraftsumman och kraftmomentet
med avseende pa nagon punkt ar noll.

Jamvikt for den frilagda kabelrullen
fordrar:

- —fcosf+Nsinf-S=0 Q)
T : NcosB+fsinB-mg=0 (2)
G: S-r—-f-R=0 (3)
R
Ekv (3) ger S= - f 4)
Insattning i ekv (1) ger —fcosB+N sinﬁ—?f =0 (5)
o, N_Rtreosp, ©)
rsinf
Insattning i ekv (2) ger C(_)Sﬁ(5+cosﬁ)f +fsinf=mg (7
sing\r
N _ mgrsin ®)
r+Rcosp
_, N=Rfreosp o g_ MORsing
r+Rcosf r+Rcosf
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)

mgrsin 3 <, R+ rcosf

Vid gransfallet mot glidning fas alltsa <
r+Rcosp r+Rcosp

rsinf
~ R+rcosf

Det finns andra satt att I6sa problemet. Tre momentekvationer med avseende
pa B, D och skdrningspunkten till krafterna S och f ger krafterna utan att ett
ekvationssystem behover l6sas. Observera att kontaktkraftens verkningslinje
maste ga genom A. Det ger direkt friktionstalet!
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LP 5.4 Frilagg kropparna fran lina och kontakt-
ytor! Infor motsvarande krafter S, f och
N.

Trissorna ar latta och lattrorliga. Det
betyder att tradkraften ar lika pa bada
sidor om varje trissa. Det foljer av
momentekvationen med avseende pa
centrumaxeln for varje trissa.

Jamvikt for kropp B fordrar

T : 35-myg=0 (1)
— 5=sd
3
—: S-1=0 (2
T: N-mg=0 3
= f_mgg och N=m,g
Friktionsvillkoret &ar f<uN 4)
Vid gransfallet mot glidning fas alltsa
Mg _ Mg
< um = 2>
3 HMAQ H 3m,
|_| ber MEKANIK Statik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 79



LP 5.5 Frilagg ladan fran rep och kontaktyta!
Infér motsvarande krafter S, f och N.

Jamvikt for 1ddan fordrar

— . =ScosB+f=0 (1)

f T : SsinB+N-mg=0 (2)

ng

Vid glidning ar friktionskraften fullt utbildad (maximal)
f=uN 3)

Satt in detta i ekv (1). For att bestamma kraften S eliminerar vi sedan N genom
att multiplicera ekv (1) med u och dra den fran ekv (2):

-Scosf+uN =0

Ssinf3+Scosf—umg=0
uSsin[)’+uN—umg:0} = HSsinp p = pmg

_ umg
usin B +cosp
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LP 5.6 Frilagg hallaren fran kontaktytorna!
Infor motsvarande krafter N, f och N;.
Hallaren antas vara latt jamfort med
tyngden P.

Jamvikt for hallaren fordrar

N,—f=0 (1)

N-P=0 )

_)
T
AN Ng-d—P-(b+c)=0 (3)

Detta betyder att
N=P 4)
b+c
f=—-P 5
5 ()
Friktionsvillkoret ar f<uN (6)
Vid gransfallet mot glidning fas alltsa
b+c b+c
—P<uP = >—
a  H =74

Kommentar: Hallaren ar en trekraftskropp. Kontaktkraften i A maste haen
verkningslinje som gar genom C. Det ger en geometrisk 16sning for gransfallet
mot glidning:
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Frilagg bade traktorn och stangen!
Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa varje kropp
med avseende pa vilken punkt som
helst &r nollvektorn:

F=0, M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret for varje kropp skrivas:

F =0
F,=0 @)
M, =0

Dela upp kraften S i en horisontell och en vertikal komponent.

Stangen O Ssina-lcosﬁ—Scosa-Isin[}+mg-%cosﬂ:0 (3)

mgcos 3

= = m 4)

Den dragkraften maste traktorn klara av att ge.
Traktorn — . f-=Scosa=0 (5)
T : N-Mg+Ssina=0 (6)
Den maximala friktionskraften ar f = uN (7)
Ekv(6) ger N = Mg-Ssina (8)
Ekv(5) ger f =Scosa 9)

Om resultatet (4) satts in far vi

N = __mgcos sina _ mgcos cosa
- 2sin(B - ) ~ 2sin(B-a)
Insdttning i (7) ger
_F_ mgcos Bcos o
N7 2sin(B - o)Mg —mgcos Bsina
N u mcos cosa

T 2Mm sin(f—a)—mcos Bsina
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LP 5.8

Traktorn har konstant hastighet sa att
den befinner sig i jamvikt. Vi frilagger
den forst fran underlaget och infor
motsvarande kontaktkrafter.

Friktionskraften vid framhjulen &r noll.
Hjulet rullar ju fritt och kraftmomentet
med avseende pa ett framhjuls axel
skulle annars inte vara noll.

Friktionskraften vid bakhjulen ar inte
noll. Kraftmomentet med avseende pa
ett bakhjuls blir noll eftersom det ocksa
finns ett drivande kraftparsmoment vid
axeln.

Jamvikt fordrar att resultanten till hela kraftsystemet pa traktorn med avseende
pa vilken punkt som helst &ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan villkoret for kroppen skrivas:

F, =0
F=0 (2
M, =0
Insattning ger
—-: f-P=0 (3)
T N+N,-mg=0 (4)
A N, (b+c)-mg-b+P-h=0 (5)
Ekv (5) ger N, = Mgb=Ph N, = 21 kN
b+c

Ekvation (4) ger normalkraften pa bakhjulen

_mgc+ Ph
b+c

N N =19 kN

Men varfor ar friktionstalet givet? Jo, man kan kontrollera att friktionskraften
verkligen kan matcha kraften P. Den maximala friktionskraften ar f = uN =10 kN
sa att traktorn klarar verkligen att dra lasten.
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LP 5.11

Antag att cylindern roterar medurs.
Observera att friktionskraften som
kravs ar f. Den &r alltsa given och far
inga i svaret.

Frilagg armen! Jamvikt fordrar att
resultanten till hela kraftsystemet pa
armen med avseende pa vilken punkt
som helst ar nollvektorn:

F=0, M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret for kroppen skrivas:

F =0 ()

I O finns en reaktionskraft som ej efterfragas. Egentligen soker vi bara en enda
kraft, dragkraften P. Enda sattet att eliminera kraften i O fran rakningarna ar att
stalla upp momentekvationen med avseende pa en axel genom denna punkt:

armen OA O) : N:-b-f-(r-a)-P-(c-a)=0 3)

Vi utnyttjar nu ocksa att friktionskraften ar fullt utbildad vid glidning f = uN,
eller eftersom kraften f ar kand, N = f/u.

Insattning ger

i-b—f-(r—a):P-(c—a) = (4)

b—u(r—a)
P= f 5
u(c-a) ©)

Men cylinderns rotationsriktning ar inte kind. Om den roterar moturs skulle
friktionskraften ha motsatt riktning. Tecknet framfér mittentermen f-(r—a) i
ekv(3) skulle da vara plus. Ett fullstandigt svar ar

bt u(r-a :
P= Lf plustecken galler moturs rotation
u(c—a)
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LP 5.12

For armen stéller vi bara upp momentekvationen med avseende pa B, eftersom

Frilagg vinkelarmen och ladan och
infor motsvarande kontaktkrafter!
Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa varje kropp
med avseende pa vilken punkt som
helst &r nollvektorn:

F=0, M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret for varje kropp skrivas:

F,=0
F,=0 )
M, =0

den ointressanta reaktionskraften i B kommer att inga i alla andra jamvikts-

ekvationer.
Armen B N(b+a)—-f-c—F-b=0
Ladan /: N,—-N-mgcosf=0

~: f+f-mgsinf=0

Friktionsvillkoren ar f < uN och f, < uN;.

Vid grénsfallet mot glidning géller f =uN och f = uN,

Insattning i ekv (5) ger UN; +uN —-mgsin =0

Multiplicera ekv (4) med —u! —UN,

Addera ekv (7) och (8)!

+ uN +mgucos3=0

mgsin S+ mgucosf =0

sinf8—ucosp mg(b +a)
2ub

Resultatet ar 2uN —
N sm[i—ucosﬁmg f=uN = sm[i—ucosﬁmg
21 2

Insattning i ekv (3) ger
Flzgf_b+aNFl:sm,B—ucosﬁ B

b b 2b

mg .
F,=——(a+b—uc)ucosp—sin
= gy (3D O c0s —sin )

©)

(4)
(5)

(6)
(7)
(8)
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LP 5.15 Frilagg skivan fran trissa och underlag!

Skivans tyngd ar mg. Vid kontaktytan
mot den lattrorliga trissan finns bara en
normalkraft N,. Vid B verkar bade kon-
taktkraften och dragkraften P. Vi utgar
fran att denna dragkraft ar riktad at
hoger.

Jamvikt for den frilagda skivan fordrar:

—: P-f+N;sin=0 1)
T : N+N,cosB-mg=0 (2)
B mg-5acosf—-N,-8a=0 3)
Ekv (3) ger normalkraften N, = gmg cosf 4)
Ekv (2) ger d& normalkraften N = (1— %cos2 ﬁ)mg (5)
Ekv (1) ger da friktionskraften f=P +§mg sin Bcos B (6)

Vid gransfallet mot glidning ar friktionskraften maximal, dvs

f= fmax = ‘LLN = ‘Ll(l—gcosz ﬁ)mg (7)
Vid jamvikt maste denna friktionskraft vara den som ges av ekv (6). Det ger
ekvationen
P+§mgsin[3cos[3=u(1—gcos2 ﬁ)mg (8)
5 5 .
= P=|u 1—§cos B —gsmﬁcosﬂ mg
Kommentar:

Vi har har utgatt fran att det verkligen kravs en kraft P 4t hoger for att skivan
ska borja rora sig. Det betyder att vi forutsatter att friktionstalet u ar tillrackligt
stort. Det minsta friktionstal for vilket l6sningen galler ar det varde som ger

P =0 i svaret. Om friktionstalet ar mindre kravs ju en yttre kraft at vanster for
att skivan ska vara i jamvikt. Okas denna kraft &t vianster s stors jamvikten vid
ett annat varde pa den yttre kraften.
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LP 5.19 Frilagg kloten! De tva tyngdkrafterna
balanseras vid jamvikt av de tre kontakt-
krafterna. Vid kontaktstéllet C mellan de
bada kloten utnyttjas Newtons tredje lag,
lagen om verkan och motverkan.

Antalet obekanta krafter ar sex, dvs lika
manga som antalet jamviktsekvationer
som kan stéllas upp.

Dessutom soker vi det speciella friktions-
tal som gor att jamvikten stors av att
glidning intraffar. Denna obekanta
storhet ges av friktionsvillkoret.

Vi gor har for 6vningens skull en 16sning
med enbart momentekvationer.

Jamvikt for det frilagda systemet fordrar:

Undre klotet: A f-R-f,-R=0 (1)
Ovre klotet: B f-R-f,-R=0 )

Dessa ekvationer ger att friktionskrafterna ar lika stora och vi kan darfor slappa
index i den foljande lI6sningen:

f=f=tf=f 3)
Hela systemet ¥O: f-3R+f,-3R-mg-Ry/3=0 (4)
= f= ﬁmg (5)
6
Undre Klotet: . (mg- Nl)-RT\@+ f1-37R:0 (6)
Ovre klotet: O (-mg+N,)-RV3+f,-3R=0 7)
Ovre Klotet: *Cr (-mg+N,)- RTﬁ + f, % =0 (8)
3
Ekv (6) och (5) ger N, = Emg
Ekv (7) och (8), som ser likadana ut ger N, = %mg N, = %mg

Friktionsvillkoret ar |f| < u[N|. Vid jamvikt maste villkoret gélla vid alla
kontaktstéllen. Eftersom friktionskrafterna ar lika stora hér stors jamvikten
lattast dar normalkraften ar minst:
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LP 5.20 Frilagg den rorliga delen av tvingen!
Den paverkas forst av en lika stor kraft
N P som ocksa pressar ihop det som skall
—a — limmas. Kraften vill vrida den frilagda
f = Jf kroppen sa att kontakt med den andra
B A | b fixa delen i forsta hand upptrader i A
f, { ‘ T och B. Infér kontaktkrafterna i dessa

punkter enligt figuren!

P Jamvikt for den frilagda delen fordrar:

- —-f+P-1,=0 (1)

P T N,-N,=0 )

A P-d-N,-a+f-b=0 (3)

Ekv (2) visar att normalkrafterna N, och N, dr lika: N, =N, =N
Vid fullt utbildad friktion maste friktionskrafterna alltsa ocksa vara lika stora:

f,=uN, f, = uN, = fi=f,=f=uN
Om detta infores i (1) och (3) fas

P=2f

P.d-—Na+fh=0 :>P-d—Na+%b:O

Friktionsvillkoren ar f, < uN, och f, < uN,.

f Pa

>— > 2d+h)>

=N M= oPd+pb = p2d+b)=a
= d>2_b
2u 2
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LP 5.23 Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa kroppen med
avseende pa vilken punkt som helst
ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem ar plant och da kan
villkoret skrivas:

F =0 )

Om hela ekipaget frilaggs fran underlaget och motsvarande kontaktkrafter infors i
figuren far vi ekvationssystemet

. f-mgsinf=0 3)
\: N+N,-mgcosB=0 4)
*A) © N;-a+mgsinf-h—mgcosf-b=0 (5)

Normalkrafterna och friktionskraften fas enkelt:

f =mgsin B (6)
NI:%(bcosﬁ—hsinﬁ)mg (7)
N :[(l—%)coslﬂgsinﬁ]mg (8)
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)

Vid gransfallet mot glidning fas alltsa

sin,B _ _ _9 h
(1—b)cosﬁ+hsin[3 - - u[(l a)+ atanﬂ]
a a
(a—uh)tan B = u(a—b) = tanfB= ‘;(i;ﬁ)

Om b okar minskar 3.
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LP 5.26

Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa kroppen med
avseende pa vilken punkt som helst
ar nollvektorn:

F=0, M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret skrivas:

F =0 2)

Om kroppen frilaggs fran underlaget och motsvarande kontaktkraft infors i
figuren far vi ekvationssystemet

> P—f=0 3)
T: N-mg=0 (4)
A mggsinﬁ—P(R+Rsinﬁ):0 (5)

Kontaktkraftens komponenter fas alltsa enkelt direkt ur (3) och (4):

f=P (6)
N =mg (7)
Vridningsvinkeln S bestams ur (5): sinf = L (8)
' 4mg — 3P
Detta ar vridningsvinkeln om friktionskraften klarar att balansera P.
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)

Vid gransfallet mot glidning fas alltsa P = umg

3ru

= sinf3 =
p 4—-3mu

Kommentar: Resultatet fas direkt om man inser att cylindern ar en trekraftskropp.
Kontaktkraftens verkningslinje maste alltsa gd genom P. Geometrin ger da

3
p=tano=—"H_
4 —3mu
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